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CAPITOLUL 1

MATRICE SI SISTEME
ALGEBRICE LINIARE

1.1 Matrice si determinanti

1.1.1 Sa se calculeze produsele AB si BA daca:

1 -2
1) A= f _i _H,B: 0 2}
. 1 5
3 -2 4 4 1 4 2
29A=|2 2 -3|,B=|141 6|.
1 0 -1 103 3
(4 5 6 -4 0 -8
3)A=|2 1 4 |,B= 1 2 1].
0 0 7 32 0
[ 2 -3 0 -6 -3 3
4H A= =2 5 —1 B= -5 -2 2
3 -1 -1 —13 -7 4
L s 0 11 -5
R:l)AB:{3 0 },BA: 2 -8 4
7T —-17 9
14 -5 22 6
2)AB=| 7 10 1 7 |, BA nu este posibil.
3 1 1 -1
T 22 =27 —16 —20 -80
3) AB = 5 10 —15 BA = 8 7 21 |.
21 14 0 16 17 26
300
4)AB=BA=|0 3 0
0 0 3
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1.1.2 Se da polinomul f(X) = X2 — 7X + 111,. Si se calculeze f(A) daca
4 -1
R
17 -7 4 -1 1 0 0 0
wesn= 17 o[ ] 0[]

1.1.3 Sa se gaseasca cea mai generala matrice patratica de ordinul trei care comuta
cu matricea

0 0 1
A=]10 1 0
1 00
x Yy z
R:AX =XA,pentruX=| v v u |,cuz,yzuvecR.
z Yy T

1.1.4 O matrice patratica se numeste matrice diagonald daca toate elementele sale,
cu exceptia posibila a elementelor diagonalei principale sunt egale cu zero. Fie D €
M, (K) o matrice diagonald cu toate elementele diagonalei distincte. S& se arate ca
matricea A € M,,(K) este o matrice diagonald d.d. comutd cu D, adicd AD = DA.

R: Fie D = [\d;;], \i € K, \; # A, pentru ¢ # k, i,k = 1,n. Daca A este o
matrice diagonala,
A = diag(ay,az, ..., an) = [a;d],
atunci AD = [az)w(;”] = [)\ZCLZ(S”} = DA.
Reciproc, fie A = [a;;]. Avem

AD = Zaij/\jéjk = [aik)\kL DA = Z)\iéijajk = [)\iaik] .
j=1 j=1

Din AD = DA, rezulta a;x A\ = \jak, sau (A; — A\g)a;r = 0, de unde a;;, = 0 pentru
i # k, i,k =1,n si deci A este o matrice diagonala.

1.1.5 Fie D = [\;d;5] € M, (K) o matrice diagonala si P (z) = apz™ + a;2™ ! +
-+ + ay, un polinom cu coeficienti din K. S& se arate c& P (D) = [P (\;) 0]

R: Se constats imediat ca DF = [)\fdij], k=1, m. Deci

P (D)= f: apD* = [Em: arAFoi | =[P (\)6ij] -
k=0 k=0
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1.1.6 O matrice patratica de ordinul m se numeste matrice elementara daca se
obtine din matricea unitate aplicaind o transformare elementard unei linii. O ma-
trice elementarad are una din urmatoarele forme, corespunzatoare celor trei tipuri de
transformari elementare:

1 0 0 0

0 1 0 0
M, () O O a 0 O 7

O 0 -~ 0 - 1

obtinuta din matricea unitate I,,, prin inmultirea liniei ¢ cu scalarul nenul «,

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
o 0 - 1 - 0 - 0

0 0 - 0 - 0 - 1 |

obtinuta din matricea unitate I,, prin schimbarea liniei ¢ cu linia j,

1 0 -+ 0 -+ 0 - 0
0 1 -+ 0 -+ 0 - 0
0 0 - 1 - 0
Agle)=| ;
0 0 - a - 1
0 0 - 0 - 0 - 1]

obtinuta din matricea unitate I,,, prin adaugarea la linia j a liniei ¢ inmultita cu
scalarul .
Fie A € My, xn (K). Sa se arate ca:
1) Inmultirea liniei 4 a matricei A cu scalarul nenul « se obtine efectuand produsul
2) Schimbarea liniei 4 cu linia j, in matricea A, se obtine efectuand produsul S;;- A.
3) Adaugarea la linia j a liniei ¢ Inmultita cu scalarul a, in matricea A, se obtine
efectuand produsul 4;; (a) - A.
4) Matricele elementare sunt inversabile si:
]\4»_1 (Oé) = Mi (Oé_l) y 57;1 = Sij, A~_-1 (Oé) = A” (—Oé) .

% 7
1.1.7 Sa se calculeze determinantii:
1 1 1 01 1
)| -1 0 1].2)|1 0 1|.3)]|-a a =z
-1 -1 0 1 10
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R: 1) 1. 2) 2. 3) 2a%(z + a).

b ¢ 0
1.1.8 Fie matricea A= | a 0 ¢ |. Calculand A -!A, si se arate ci
0 a b
b2 4 2 ab ca
det ab a? + c? bc = 4a%bc?.
ca be a? + b?

R: D(A) = —2abe.

1.1.9 Sa se dezvolte dupa coloana a doua, determinantul:

1 a -1 0
b 0 2
-1 ¢ 3 =2
2 d -3 3
R: —3a+ 4b— 11c — 10d.
1.1.10 Sa se calculeze determinantul:
1+ 1 1 1
1 1—=z 1 1
1 1 14y 1
1 1 1 1—y
R: 2%y2.
1.1.11 Sa se calculeze determinantii:
1 1 1 1 —x a b c
a b ¢ d . a x c b
1) 20 2 2 (g9eneralizare). 2) b e v 4
a> v 3 B c b a —x
R:1l)(a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d).

2) (xr—a—-b-— ;(x—a—l—b—i—c)(x+a—b+c)(x+a+b—c).

1.1.12 Fie D(A) = det [a;;] si D(C) = det [C;;], unde C;; este complementul algebric
al lui a;;. Se cere:
1) S& se calculeze D(A) - D(C).
2) Daca D(A) # 0, si se arate cd D(A*) = [D(A)]""!, unde A* este matricea
adjuncta a matricei A.

R: Se va observa ci !C = A* si deci
n
APC=A-A" = | a;;Chy | = [D(A)S;],
=1

adicad A -'C' = D(A)I,, de unde D(A)D(C) = [D(A)]".
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1.1.13 Sa se precizeze care dintre urmatoarele matrice este nesingulara:

2 1 3 -1 1 1 1 0
A=|1 -1 2 |, B= 2 01 |,C=1| -1 1
4 5 =2 1 3 5 2 -1
R: D(A) =21, D(B) =0, D(C) = 0.
1.1.14 Sa se determine inversele matricelor:
-2 3 2 1 -1 1 1 2
A= 6 0 3|, B=1|2 1 1, C=]1 3
4 1 -1 5 -2 1 1 5
1 -3 5 9 3 -1 =2
R: A1 = ™ 18 —6 18 |, B! = ~9 3 —4 1|,
6 14 -—-18 -9 -3 3
1 11 -9 1
cl==1 -7 9 -2

31 2 -3 1
1.1.15 Sa se determine valorile lui a pentru care matricea

0
-1

1
A=10
« 1

o = Q

— =

N Ot W

este neinversabila. Pentru toate celelalte valori ale lui « sa se determine inversa.

1 1 —«

R: D(A) = 1—a? deci a = £1, A7 = —a 1
1—a? 2

—a  «

o # £1.

1.1.16 Sa se gaseasca conditia ca matricea
1 —m m
A= n 1 -/
-m ¢ 1

sa fie nesingulara si in acest caz sa se calculeze inversa sa.

R: Determinantul D(A) = 1+ £2 + m? + n?. Inversa este

1462 n+ml —m-+nl

1

_ 2
R prp— -n+ml 14+m !+ nm

nl+m —fl4+nm 1+n?

A—l

_ =

, pentru
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1.1.17 Sd se arate cd oricare ar fi matricele nesingulare A, B € M,, (K) avem:

_ 1 _
(kA)™' = S ALk #0, (AB) '=BtAl

1.1.18 Sa se arate ca inversa unei matrice nesingulare superior (inferior) triunghiu-
lard este o matrice superior (inferior) triunghiulard. S& se calculeze inversa matricei

OO O
O O N =
O W= N
I I N

R: Dacid A este o matrice superior triunghiulari, transpusa sa este o matrice
inferior triunghiulara si toti minorii elementelor de sub diagonala principalda sunt
nuli, deci A* va fi 0 matrice superior triunghiulara.

24 —12 —-12 3
1|10 12 -4 -5
2|1 0 0 8 -2

0 0 0 6

AT =

1.1.19 Utilizand regula lui Laplace, sa se arate ca

a —b —a b
b a —b —a
e —d e —d :4(a2—|—b2)(02+d2).
d c d c

1.1.20 Fie A = [ai;] € My (K) si B = [b;;] € M,(K). S& se arate ca daci b;; =
(—1)"*a;;, atunci D(B) = D(A).

R: D(B) = (-1)*D(A), unde s = (1 +2+---+n) + (iy + iz + -+ +1ip). Dar
s =n(n+ 1) este numar par.

1.1.21 FieS=a14+as+---+an,cua; € K, 51 A; =5 —a;, i =1,n. Sa se arate
ca

l‘—Al as as Qp,
ay x— As as an
ai as x—As ... an, =2z —S)" L
ai as as .%‘—An

R: Se aduna toate coloanele la prima si se scoate x factor. Se fac apoi zerouri pe
prima coloana.
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1.1.22 Se da determinantul de ordinul n:

1+ 22 T 0 0 0
x 1+ 22 T 0 0
2
A, = 0 x 1+z° ... 0 0
0 0 0 v 1422 T
0 0 0 x 1+ 2

Sa se arate ca A, — A, 1 = 22(A,_1 — A, _2) si si se calculeze A,,.

R: Se dezvoltda dupa prima linie sau coloana. Se obtine
Ay =1+22+at 4+ + 2

1.1.23 Sa se calculeze rangul matricelor:

DA=|3 0 1/|. 2)A= ,
5 1 1 3 -1 3 2
0 2 -3 -1
-2 7 2 -3 5 gg__lg;
3) A= 21 -1 2 1|. 494=
08 1 -1 6 -0 5 —2
2 1 -3 1

R:1)r=22)r=23)r=2.4)r=3

1.1.24 Sa se discute dupa parametrul o € R valorile posibile ale rangului ma-
tricelor:

13 5 6+a 11 -1 2
9 3 4-a 2 a 1 1 1
DA=17 14 o 5 |[-24=| 1 1 3 _3
16 12 19 4 2 0 a

R: 1) D(A) = 14 — 27a + 1202 + o3 = (a + 14) (o — 1)*. Discutie:
(1) a e R\{-14,1}, r =4, (i1) a = =14, r =3, (i#)) a =1, r = 2.
2) D(B) = 12a — 18 — 202 = —2 (a — 3)°. Discutjie:

(1) a e R\ {3}, r=4, (ii)a=3, r=2.

1.1.25 Fie A = [a;5] € Mpxn (K). S& se arate ca rg A = 1 d.d. existd matricele
nenule

z1
X = 2 emel(K)vY:[ylyy%”'ayn]eMlxn(K)
Tm
a.l
r1yr T1Y2 ... T1Yn
A= Xy — | %201 292 ... TaUn

Tm¥Y1 Tm¥Y2 ... TmYn
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R: Dacid A = XY atunci orice minor de ordinul 2 al matricei A este nul si exista
macar un z;y; nenul. Deci rg A = 1. Reciproc, daca rg A = 1 orice doua coloane
ale matricei A sunt proportionale. Fie x; = a;1, i = 1, m. Coloanele 2, ..., n fiind
proportionale cu prima coloand, exista y; € K, j = 2,n, al a; = 23y, @ = 1,m,
pentru j =1,n, cuy; = 1.

1.2 Sisteme de ecuatii algebrice liniare

1.2.1 S& se rezolve prin metoda lui Gauss sistemele liniare:

T+ 2o+ 24 =0, Ty 4+ To — 3r3 = —1,
1) 3x1 4+ 229 — x3 + 4wy = 4, 2) 2@, + 19 — 223 = 1,
—2x1 — xo + 223 — 204 = —3, T+ x0 + 3 = 3,
3x1 + 220 + 223+ Tz =1T7. T + 229 — 3x3 = 1.
1+ 2I2 + 3I3 - 2564 = 67 To — 3933 + 41‘4 = —57
3) 2.(81 — Ty — 21‘3 — 3164 = 87 4) Tr1 — 21’3 + 31’4 = 74,
3x1 + 229 — x3 + 224 = 4, 3x1 4 229 — day = 12,
2x1 — 3x2 + 223 + x4 = —8. 4y + 3x9 — dxyz = 5.
1 1 0 1 ] 0 1 10 1 ] 0
) _ 3 2 -1 4 | 4 011 -1 1] —4
ReDIABI=1 5 1 2 -9 | 3|7 ]oo0o1 1] 1
3 2 2 7| 7 000 0 | 0
Sistem compatibil simplu nedeterminat. Solutia: z1 = 5 — 3\, 2 = —5 + 2,
r3=1-XAz4=AculeR.
11 -3 | -1 11 -3 | -1
21 -2 | 1 01 -4 | -3
DMIBI= 1 1| 3|7]oo0o 1| 1
|12 =3 | 1 00 0 | 1
Sistem incompatibil.
1 2 3 -2 | 6 1 2 3 -2 | 6
2 -1 —2 -3 | 8 0 -5 -8 1 | —4
HMIBI=1 5 5 2| 47]0o o 1 -2 ] 3/
| 2 -3 2 1] -8 0o 0 o0 1] -2
Sistem compatibil determinat. Solutia: x1 =1, 22 =2, 23 = —1, x4 = =2
01 -3 4 | -5 1 0 -2 3 | —4
|10 -2 3 | —4 01 -3 4 | =5
VMBI=13 5 (¢ _5 12| lo o0 6 —11 | 17 |°
| 4 3 -5 0 | 5 00 0 1] -1
Sistem compatibil determinat. Solutia: 1 =1, zo =2, z3 =1, 4 = —1.

1.2.2 Sa se rezolve prin metoda lui Gauss-Jordan sistemele liniare:

xry — 41’2 + 2173 = 717

21’1 — 3252 — T3 — 5554 = —7,
3x1 — Txo + x3 — by = =8,
$2—l‘3—l’4:—1.

51’1 + 3!L‘2 — 11$3 = 13,
2) 41’1 - 5%2 + 4(E3 = 18,
3r1 — 1329 + 1923 = 22.

1)
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Ty 429+ T3+ a4+ a5 =T, §1+2‘;2+3m3_$4:}’
3x1 4+ 229 + 3 + x4 — 325 = —2, T+ 2Ty 23 — a4 =1
3) - 4) 21 + 3x0 + 3 + 14 = 1,
To + 2583 + 2I4 + 6565 = 23,
5.%1 +4x2+3x3+3x4—x5:12 2ZL‘1+2{E2+2$37$4:1,
’ 5x1 + 5xo + 2x3 = 2.
1 -4 2 0 | -1 10 -2 -4 | =5
) 2 -3 -1 -5 | -7 01 -1 -1 | -1
R:DABI= |5 7 1 5 | 8|7 loo0o 0o o0 o0
0 1 -1 -1 | -1 00 0 0| 0
Sistem compatibil dublu nedeterminat. Solutia: z; = —5 + 2\1 + 4X9, 2 =
—14+ A+ A, 23 = A1, 24 = Ao, cu A1, Ay € R.
[ 5 3 —11 | 13 1 8§ —15 | —
2)[A|IB]=| 4 -5 4 | 18 [~ | 0 =37 64 | 38 ]|.
3 —13 19 | 22 0 0 0 | -1
Sistem incompatibil.
1111 1| 7 1 0 -1 -1 -5 | -16
{3211 -3 | -2 0 1 2 2 6 | 23
HDMBI=10 1799 6] 23|00 0o 0 o] o
54 3 3 -1 | 12 o0 0 0 0| 0
Sistem compatibil triplu nedeterminat. Solutia: x; = —16 4+ \; + Ao + 5As, T2 =
23 —2X\1 —2Xg — 63, 3 = A, T4 = Ao, T5 = A3, CU A1, A9, A3 € R:
] 100 -2 L
123 -1 ] 1 (? ?
3 21 -1 ] 1 01 0 - | =
HAB =231 1| 1|~ 6 ¢
2 2 2 -1 | 1 001 -« | ¢
|5 5 2 0 | 2 0 0 0 0| O
L0 0 0 0 [ 0]
. - . . 1 17
Sistem compatibil simplu nedeterminat. Solutia: z; = 5 + 5\, 1o = 5 6/\7

1
x3:6+5>\,x4:6)\,cu)\6R.

Metoda lui Gauss-Jordan poate fi utilizata si pentru aflarea inversei unei matrice.
Daca A, X si B sunt matrice patratice si A inversabila, atunci din AX = B urmeaza
X = A7'B. In particular, pentru B = I,,, rezultda X = A~L.

1 1 1 1
< N < ... 12 3 4
1.2.3 Sa se gaseasca inversa matricei: A = 13 6 10
1 4 10 20

R: Matricea
11 1 1 ] 1000
{12 3 4] 0100
[A|I4]_13610\0010
1 4 10 20 | 0 0 0 1
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este echivalenta cu matriceas:

1000 ] 4 -6 4 —1
4 |01 00| -6 14 —11 3
[fa]A™] = 0010 | 4 —11 10 -3’
0001 3 3 -3 1
deci:
4 -6 4 -1
g1 | -6 14 -113

4 -11 10 -3
-1 3 -3 1
1.2.4 Sa se rezolve, cu formulele lui Cramer, sistemele liniare:
T, — 3Ty + 3 + 204 = —1,
3x1 + 220 — 313 + 14 = 2,
—2x1+ 313 —x3 — x4 =1,
21’1 71’2+£L’37£L'4:1.

R:1)detA= -4, 21 =2 20 =3, 23 = —1. 2)det A= —12 1 =1, 25 = 2,
563:27 1‘4:1.

T —x2 +x3 = —2,
1) r1 + 3xy —x3 = 12, 2)
21‘1 — 4$2 + 2$3 = —10.

1.2.5 Sa se rezolve sistemele liniare. Discutie.

5x1 — 3xo + 223 + 4y = 3,
4:171 — 2:172 + 3IE3 + 7564 = 1,
8%1 — 6‘752 — T3 — 5%4 = 9,
Txy —3x0 4+ Taxg + 1724 = A

ar) + a0 +x3 =1,
1) r1+azre+x3=1 2)
1+ a9+ axrg = 1.

R:1) D(A) = (a— 1)2 (o + 2). Discutie:

(1) Pentru o € R\ {—2, 1}, sistem compatibil determinat.
1 1 1

Solutia: x; = Pt To = panE T3 = P

(it) Pentru o = 1, sistem compatibil dublu nedeterminat.

Solutia: 1 =1— A1 — A9, 2 = A1, T3 = Ao.

(#it) Pentru o = —2, sistem incompatibil.

5 -3 2 4 | 3 1 -1 -1 -3 | 2
a2 3 71 0 2 7 19 | -7
2) [4]B] = 8 -6 -1 =5 | 9 0 0 0 0 | A
7 =3 717 | A 0 0 0 0 | 0
(i) Pentru A € R\ {0}, sistem incompatibil.
(#i) Pentru A = 0, sistem compatibil dublu nedeterminat.
. ) 13 3 7 19 7
Solutia: x; = —5)\1 - 7)\2 — 3 To = —5)\1 — ?)\2 — g3 T3 = A1, T4 = Ao.

1.2.6 Sa se rezolve sistemele omogene:

T+ T2+ 23+ 14 =0,

1) 1 4 2x9 + 323 + 44 = 0,
xr1 + 3932 + 61‘3 + 10£E4 = 0,
x1 + 4z + 1023 + 2024 = 0.

Ty 4+ 2x9 +x3 — x4 =0,
2) 3xg —x3 + x4 =0,
2:L‘1+7£E2+£L‘3*£L'4:O.
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11 1 1 1 1 11

R:1) A= 1 ; 2 13 8 (1) ? g . Sistemul admite numai solutia
1 4 10 20 0 0 01

banala. )

12 1 -1 15 0 0
2)A=103 -1 1|(~]0 3 -1 1
27 1 -1 00 0 O

Sistem compatibil dublu nedeterminat. Solutia: z; = —5\;, T3 = A1, o3 = Ao,

T4 = —3M + Ag, cu A, As € R.
1.2.7 Sa se rezolve sistemul liniar omogen:

T, 4+ 22+ 723 =0,
axy + bry + crz = 0, cua #b.
b+c)z1+ (c+a)xe+ (a+b)z3 =0,

R: Sistem compatibil simplu nedeterminat. Solutia: z1 = A (b — ¢), z2 = A (¢ — a),
x3=A(a—0b), A€ R.

1.2.8 Sa se determine A a.i. sistemul urmator sa admita si solutii nebanale:

(a— N xy + bxg + bxz + cry =0,
bry + (a — A) xg + cxg + bxry =0,
bry + cxo + (a — A\ x3 + bxy =0,
cx1 + bxg + bxs + (a— A)zqy = 0.

R: Sistemul admite si solutii nebanale daca:

a— A\ b b c
b a—A c b -0
b c a—A b ’
c b b a— A

adica pentru: A € {a —c¢,a+2b+ c,a — 2b+ c}.
1.2.9 Sa se rezolve sistemele omogene. Discutie.

(1 =Xz 4225 — 24 =0,
(1—)\)$2+4$3—2$4 =0,
2r1 —T9 — Ax3 + 14 =0,
2171—:1?2—1'3+(2—/\)1‘4=O.

—Ar1+xz0+2x3=0,
2) 1 — AT + 23 = 0,
r1 + 20 — Axg = 0.

1)

R: 1) D(A) = (A —1)*. Discutie:
(i) Pentru A € R\ {1}, sistemul admite numai solutia banala.
(#4) Pentru A = 1 aplicim metoda lui Gauss:

0 0 2 -1 —2 1 -1 0
A_ |0 0 4 2| 10 0 -21
2 -1 -1 1 0 0 0 0
2 -1 -1 1 0 0 0 0
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Sistem compatibil dublu nedeterminat. Solutia: 1 = A1, 2 = 2A1 + Ao, T3 = A9,
Ty = 2A27 cu )\1, )\2 € R.

2) D(A) = — (A —2) (A + 1)*. Discutje:

(7) Pentru A € R\ {—1, 2}, sistemul admite numai solutia banals.

(#4) Pentru A = 2 aplicim metoda lui Gauss:

-2 1 1 1 0 -1
A= 1 -2 1 |~[0 1 -1
1 1 -2 0 0 0

Sistem compatibil simplu nedeterminat. Solutia: x1 = A, z2o = A, z3 = A\, A € R.
(#i7) Pentru A = —1, sistem compatibil dublu nedeterminat.
Solu‘gia: Tr1 = )\17 T = )\2, I3 = 7)\1 — A27 cu )\1, )\2 € R.

1.2.10 Sa se determine parametrul m € R astfel ca urmatorul sistem sa admita si
solutii diferite de solutia banala si, in acest caz, sa se rezolve

1+ 22 +masg — x4 =0,
201 + 20 —x3+ 24 =0,
3I1—l‘2—.’L‘3—.’L‘4:O,
mxy — 2x9 — 2x4 = 0.

R: Sistemul admite si solutii nebanale d.d. D(A) =4 —4m =0, deci d.d. m = 1.
Aplicam metoda lui Gauss:

1 1 1 -1 1 0 -2 2
. 2 1 -1 1 01 3 -3
13 -1 -1 -1 00 4 -5
1 -2 0 -2 00 0 o0
Sistem compatibil simplu nedeterminat. Solutia: z; = 2\, o = =3\, z3 = 5,

I4:4A,>\€R.



CAPITOLUL 2

SPATII VECTORIALE

2.1 Definitia spatiului vectorial

2.1.1 Sa se arate cé orice corp comutativ K poate fi considerat ca spatiu vectorial
peste el Insusi, fata de operatiile ce definesc structura sa de corp.

R: Se verifica axiomele din definitia spatiului vectorial.

2.1.2 Pe multimea K" = K x K x...xK = {x = (71,72,...,%,), z; € K, i =1,n}
definim:

- adunarea prin: x +y = (x1 + y1,22 + y2,.. ., Tn +yn) € K", Vx,y € K™,

- inmultirea cu scalari prin: ax = (az1,axs,...,az,) € K", Va € K, Vx € K™
Sa se arate ca multimea K™ este spatiu vectorial.

2.1.3 Fie V un spatiu vectorial peste campul K si
V=V xVx...xV={u=(u,uy,...,u,),u; €V, i=1n}.
Pe V™ definim operatiile de adunare i inmultire cu scalari din K, astfel:
Yu,ve V", u+4+v=(u+vy,us+ve,...,u,+v,) €V

Va € K,Yue V", au=(auj,auy,...,au,) V"

Sa se arate ca multimea V™ formeaza un spatiu vectorial.

2.1.4 Fie M, x,(K) multimea matricelor dreptunghiulare cu m linii si n coloane,
cu elemente din corpul K. Daca A = [a;;], B = [bij| € Mmpmxn(K), definim suma
prin:

A+ B= [aij —|—b7]] € Mpxn(K),

iar pentru A € K, definim produsul cu scalarul A, prin
A = [)\az-j] € Man(K)

Sa se arate ca multimea M, ., (K) formeaza un spatiu vectorial.

17
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2.1.5 Notam cu C[a, b] multimea functiilor continue pe [a, b] cu valori reale. Definim
cele doua operatii prin:

Vf,g € Cla,b], (f+g)(z)=f(z)+g(z), Va € a,b],
VaeR,, Vf €Cla,b], (af)(x)=a- f(z), YV € [a,b].
S& se arate cd multimea C|a, b] formeaza un spatiu vectorial.

2.1.6 Sa se arate ca multimea K, [z] a polinoamelor de grad cel mult n cu coeficienti
din K formeaza un spatiu vectorial.

2.1.7 Fie A o multime oarecare nevidi si V un spatiu vectorial. Notim cu V4 =
{f1f:A— V} multimea functiilor definite pe A cu valori in V. Definim cele doua
operatii prin:

(f +9)(@) = f(z) +g(z), Ve e A VfgeV

Vae K, (af)(z)=a- f(z), Yo e A, YfeVA

S se arate ci multimea V4 formeazi un spatiu vectorial.

2.1.8 Fie V un spatiu vectorial real. Definim pe V2 =V x V o structurd complexa
astfel:
- adunarea: (uj,vy) + (ug,va) = (U1 + ug, v1 + va), V(uy,v1), (uz,ve) € VZ
- inmultirea cu scalari: (a+ib)(u, v) = (au—bv,av+bu), Va+ib € C, (u,v) € V2.
S# se arate ci V2 formeazi un spatiu vectorial, numit complexificatul lui V.

2.1.9 Fie V si W doua spatii vectoriale peste acelagi corp K. Sa se arate ca
VxW={u=(xy)|xeV,yecW}
este spatiu vectorial peste K in raport cu operatiile
u; +up = (X1 +Xo,y1 +y2), ou=(ax,ay),
oricare ar i u; = (x1,y1),u2 = (X2,y2),u=(x,y) e VxWsgiaecK.

2.1.10 Pe multimea R% = {z € R,z > 0} definim operatia de adunare prin: z®y =
zy, Yo,y € R} si operatia de inmultirea cu scalari prin: a © z = z%, Va € R gi
Vo € R, Sa se arate cd R este un spatiu vectorial real.

2.2 Subspatii vectoriale. Intersectii si sume de sub-
spatii

2.2.1 Fie S € K™, definita prin S = {x = (0,22,...,%,), z; € K, i = 2,n}. Si se
arate ca multimea S formeaza un subspatiu vectorial al lui K™.

R: Pentru orice a,b € K si orice x,y € S, avem
ax +by = a(0,za,...,2,) +0(0,y2,...,yn) = (0,ax2 + bya, ..., ax, + byn),

deci ax + by € S si ca atare S este subspatiu vectorial al lui K™.
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2.2.2 Fie § C K", multimea solutiilor unui sistem algebric liniar omogen de m
ecuatii liniare cu n necunoscute:

n
S ={x=(x1,72,...,2,), Zaijxj =0, i=T1,m},
j=1

cuaj; € K,i=1,m, j =1,n. 54 se arate cd multimea S formeaza un subspatiu
vectorial al lui K™.

R: Multimea S este nevida, caci orice sistem liniar omogen admite cel putin solutia
banald. Fie x = (x1,%2,...,%,),y = (Y1, Y2, ---,Yn) € S. Atunci

n n
E aijxj = O, E aijyj = O, 7= 1,m.
j=1 j=1

Oricare ar fi a,b € K, avem

n n n
Zaij(axj + by]) = aZaijxj + bZaijyj = 07
j=1 j=1 j=1

deci ax + by € S i ca atare S este subspatiu vectorial al lui K™.

2.2.3 Fie M?(K) C M, (K) multimea matricelor patratice de ordinul n, simetrice,
adica
ME(K) ={A e M,(K), "A=A}.

S& se arate ca multimea M3 (K) formeaza un subspatiu vectorial al lui M, (K).

R: Evident M3 (K) # 0, deoarece 0 € M3 (K). Folosind proprietatile operatiei
de transpunere, pentru orice a,b € K gi orice A, B € M$(K), avem

“aA+bB) ="(aA) +'(bB) = a’A+b'B = aA + bB.
Rezultd cd M3 (K) este subspatiu vectorial al lui M,, (K).

2.2.4 Fie M%(K) C M, (K) multimea matricelor patratice de ordinul n, antisi-
metrice, adicd

ME(K) = {A € M,(K), 'A=—A}.

Sd se arate ca multimea M%(K) formeazd un subspativ vectorial al lui M, (K).
R: Se procedeaza ca in exercitiul precedent.

2.2.5 Fie MZ(K) C M,,(K) multimea matricelor patratice de ordinul n, diagonale,
adica
MTdL(K) = {A S Mn(K), A= [aiéi]‘} , @ € K}

S4 se arate ci multimea MY (K) formeaza un subspatiu vectorial al lui M, (K).
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R: Pentru orice a,b € K si orice A, B € M%(K), avem
aA+bB = [aai(sij] + [bbléu] = [(G,G,i + bbz)él]} S MZ(K),
deci M?(K) este subspatiu vectorial al lui M,,(K).

2.2.6 Sa se arate cd multimea S = {f € Cla,b], f(a) = f(b)}, unde Cla,b] este
spatiul vectorial real al functiilor reale continue pe [a, b], formeazd un subspatiu vec-
torial al lui Ca, b].

R: Multimea S este nevida, caci, de exemplu, orice functie constanta apartine lui
S. Oricare ar fi a, 8 € R i pentru orice f,g € S avem

(af + Bg)(a) = af(a) + Bg(a) = af (b) + By(b) = (auf + Bg)(b),
adica (af 4+ Bg) € S. Deci S este subspatiu vectorial al lui Cla, b].

2.2.7 Fie C?(R) multimea functiilor reale de doui ori derivabile pe R, cu derivata
de ordinul doi continua pe R. Sa se arate ca:

1) Multimea C?(R) este spatiu vectorial in raport cu operatiile de adunare si
inmultire cu scalari a functiilor.

2) Submultimea S = {f € C%(R) | af”(z) + bf'(z) + cf(z) = 0}, Vz € R, cu
a,b,c € R, numere fixate, este subspatiu vectorial al lui C?(R.).

3) Submultimea Sy = {f € S| f(0) = 0} este subspatiu vectorial al lui S.
2.2.8 Si se determine subspatiile S; N Sy si S1 + S5 din R? unde

Si={(z,y) eR* |z =y}, S ={(a,y) eR*|z=—y}.

R: S; NSy = {0}, S1 + S5 = R?, adici suma este directa.

2.2.9 In R? se considers subspatiile vectoriale:
Sl = {(.’L’,y) € R2 | 31’—2y = O}a 52 = {(.’L’,y) € R2 | 2-’17—y: 0}

S4 se arate cd R?2 = S @ 5.

R: Sistemul: 1 + x5 =z, y1 +y2 = y, 3x1 — 2y1 = 0, 222 — y2 = 0 are solutie
unica: z; = 4x — 2y, vo = —3x + 2y, y1 = 6z — 3y, y2 = —6x + 4y.

2.2.10 Si se determine subspatiile S; NSy si S1 + So din R3 unde
S1 = {(x1,29,23) | 1 + 22 — 23 = 0}, Sy = {(x1,22,23) | 1 — 223 = 0}.
R: S1 NSy ={(2a,—a,a), a € R}, S1 + S, = R3.
2.2.11 Si se determine subspatiile S; NSy si S + So din R? unde
S1 = {(z1,29,23) | 1 = 9 = 23}, So = {(x1,22,23) | 11 = —22 = —23}.

R: 51032:{0}7 Sl+52:{a+ﬁ,a—5,a—ﬁ), a,ﬂGR}.
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2.2.12 In Myy3 (R) se dau subspatiile:

a
S = {A|A_[0

0
Sy = {A|A:[e

S& se arate cd S; N Sy = {0} i S1 @ Sz = Mayxs (R).

o O

},a,beR},

},c,d,e,feR}.

S0
- Q. O O

2.2.13 Fie M,,(K) spatiul vectorial al matricelor patratice de ordinul n. S& se arate
ca subspatiile:

ME(K) ={A e M,(K), ‘A= A}, M%(K)={Aec M,(K), '‘A=—-A}
sunt suplimentare in M,, (K).
2.2.14 In R* se dau subspatiile:
S1 ={x=(a,b,¢,0), a,b,ce R}, Sy ={x=1(0,0,d,e), d,e € R}.

S4 se arate ca S; + Sy = R*, dar S; si Sy nu sunt suplimentare.

2.3 Dependenta si independenta liniara
2.3.1 Sa se arate ca sistemele de vectori:
S ={(1,1,0),(1,-1,-1)}, S2={(9,-1,-5),(7,—1,—4)}
genereaza acelasi subspatiu vectorial al lui R?.
R: a1(1,1,0) + 81 (1, =1, —1) = aa(9, =1, —=5) + (2(7, —1, —4).
2.3.2 Sa se arate ca in spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult 2, sistemele
de polinoame S; = {z, 2%} si So = {x + 222,22 + 522} genereaza acelasi subspatiu,

adica [Sl] = [SQ]

R: a2 + f12% = ao(z + 202) + B2(22 + 52?), cu: a1 = ag + 2062, B1 = 22 + 503
i reciproc: as = bay — 201, B2 = —2a1 + 1.

2.3.3 Sa se studieze liniara dependenta a sistemelor de vectori:

Hvi=(1,2,—-4), v2=(0,1,1), =(1,4,-2).
2) Vi = (17 170)a Vo = (1707 1)7 (Oa 17 1)
3) Vi = (271737 1)& Vo = (172707 ]-) V3 ( 1717 3 O)

R: 1) Liniar dependenti: vy + 2vy — vz = 0. 2) Liniar independenti. 3) Liniar
dependenti: vi — vo 4+ vy = 0.
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2.3.4 Sa se studieze liniara dependenta a sistemului de vectori:
v =(2,0,1,3,-1), vo =(1,1,0,—-1,1), v3 = (0,-2,1,5,-3), v4 = (1,-3,2,9,—5).
R: Liniar dependenti: viy —2vy —v3 =0, vo + 2v3 — vy = 0.

2.3.5 Sa se determine o« € R a.i. vectorii:

Hu = (1,a,a), ug = (o, 1,20 — 1) € R3,
2)u; = (1,a,a,1), ug = (o, 1, o, ), uz = (1,1,1,a) € R4,

sa fie liniar independenti.

2.3.6 In spatiul vectorial R,[X] al polinoamelor de grad cel mult n cu coeficienti
reali, se considera sistemul de vectori

S={1,1+X,1+X+X% . 1+X+--+X™ m<n}
Sa se arate ca sistemul S este liniar independent.

2.3.7 Sa se determine A € R a.l. sistemul

s={[3 212 200 2105

de matrice din Ms(R) sd fie liniar dependent.

R: D(A) = 16A+64 =0, A = —4.

2.4 Baza si coordonate. Schimbari de baze si coor-
donate

2.4.1 Sa se arate cd, in spatiul vectorial aritmetic K™, sistemul B = {eq, eq,...,e,},
format din vectorii

e; = (1,0,0,...,0), e2 =(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0,...,1),
formeaza o baza.

R: Sistemul B este liniar independent. Intr-adevar, egalitatea aje; + aseq + -+ -+

ane, = 0 este echivalentd cu (a1, as,...,a,) = (0,0,...,0), adicd a; = 0, ay = 0,
..., an, = 0. B este si sistem de generatori pentru V. Intr-adevar, pentru orice vector
x € V putem scrie x = (x1,Za,...,T,) = T1€1 + To€3 + -+ + Tpep.

2.4.2 In spatiul vectorial M,,«,(K) al matricelor dreptunghiulare cu m linii si
n coloane, notam cu E;;, ¢ = 1,m, j = 1,n, matricea cu toate elementele nule,
cu exceptia elementului situat pe linia 4 si coloana j care il luam egal cu 1 si fie
B ={E;j € Myxn(K), i =1,m, j = 1,n}. Sa se arate ca B formeazi o baza a
spatiului vectorial M, x, (K).
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R: Ca si In exercitiul precedent se constata ca din egalitatea

Z Z xijEz'j =0,

i=1 j=1

urmeaza x;; = 0, ¢ = 1,m, j = 1, n, deci sistemul B este liniar independent, iar din
m n
A=lay) =YY ayEy,
i=1j=1

pentru orice A € M« (K), urmeaza ca B este si sistem de generatori pentru spatiul
Mnxn(K). In concluzie B este o bazd a spatiului M, xn (K), iar dim M, x,(K) =
m-n.

2.4.3 In spatiul vectorial K,,[X] al polinoamelor de grad cel mult n cu coeficienti
din K, sistemul B = {1, X, X2 ..., X"} formeaza o bazi. Deci dim K,[X] =n + 1.

2.4.4 In spatiul vectorial real C' al numerelor complexe, sistemul B = {1,4} formeaza
o baza. Deci dim C = 2.

2.4.5 Se dau sistemele de vectori:

1) S ={u; =(1,0,-1), ug = (1,-1,0), uz = (2,—1,-1), ug = (0,1,-1)} Cc R3.
2)S={u =(2,1,3,1), uz = (1,2,0,1), ug = (-1,1,-3,0)} c R~

S& se determine o bazd si dimensiunea subspatiului [S].
R:1)r=2,B={u,u}. 2) r=2, B={u;,uz}.
2.4.6 In R* se da sistemul de vectori:
S ={(1,0,-1,-2), (-1,1,2,3), (0,1,1,1), (2,—1,3,1)}.
Sa se gaseasca un subsistem liniar independent maximal.

R: r = 3, un subsistem liniar independent maximal este format din ultimii trei
vectori.

2.4.7 Se da sistemul
R EI R R TR
2 0|’ -1 2|1 2|3 -2
S& se determine o bazd in [S] si dim[S].
R: dim[S] = 2.

2.4.8 Sa se determine dimensiunile sumei gi intersectiei subspatiilor generate de
sistemele de vectori din R3:
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R: Sistemul Us este liniar dependent. Subsistemul {u;,us} formeazi o bazi in
U = [Us], dimU = 2. Sistemul V3 este liniar dependent. Subsistemul {vi,vo}
formeaza o baza in V = [V3], dim V = 2.

In U +V o baza este {uj,us,vi}, dim(U + V) = 3.

Subspatiul U NV contine vectorii pentru care aju; + aguy = [B1vy + Gova. Se
obtine un sistem de 3 ecuatii avind r = 3 (doar uy, ug, vy sunt liniar independent;i).
Se gaseste UNV = {(BX\, 5\, ), A € R}, dim(UNV) = 1. Se verificd teorema lui
Grassmann.

2.4.9 Sai se verifice teorema lui Grassmann pentru subspatiile din R*:
S ={x=(a,ba+b,c), a,b,ceR}, So={x=(p,p+¢q9p0—9q), p,q € R}.

2.4.10 S& se determine dimensiunile sumei si intersectiei subspatiilor generate de
sistemele de vectori din R*:

Us ={u; = (1,1,2,-1), us = (0,—-1,-1,2), ug = (-1,2,1,-5)},

Vs ={v1=1(2,1,0,1), vo = (-2,-1,-1,-1), v3 =(3,0,2,3)}.

R: dim [Us3] = 2, dim [V5] = 3. O bazi in [Us] + [Vs] este {u1,vi,ve,vs}. O bazd
in [Us] N [V5] este {(1,0,1,1)}.

2.4.11 Sa se determine dimensiunile sumei si intersectiei subspatiilor generate de
sistemele de vectori din R3:
U3 = {ul = (1, 1, 1), g = (073, 1), us = (2,—1, 1)},
Vo ={vi=(1,-2,4), vo = (—2,4,-8)}.
2.4.12 In R3 se consideri subspatiile:
U=[{u=(1,20)}], V=[{vi=(210),v2=(1-La)}], acR.

1) Sa se precizeze dim U i dim V.
2) Sa se determine o a.i. UNV = {0}.
3) Pentru a = 1, sa se arate x = (1,5,1) e U @ V.

R: 1) Evident: dimU =1 i dim V = 2, vectorii v; si vs fiind liniar independenti
pentru orice o € R.
2) Egalitatea aiyuy = B1vy + (2va este echivalentd cu sistemul:

ay =201 + B2, 2a1 = 1 — B2, 0 = afs,

care admite numai solutia banala d.d. « # 0.
3) Vectorul x € U @ V daca existd vectorul u = zju; € U si vectorul v =
Y1V1 +y2ve € V al. x = u+ v. Rezulta x =4u; —2v; + vs.

2.4.13 Se da submultimea

z+y 0 T
S=<A= 0 Yy 0 , z,y,z€ Ry Cc M3 (R).
z 0 z—y
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1) S& se arate ci S formeazd un subspatiu vectorial al lui M3 (R).
2) Sa se arate ca matricele:

2.0 1 10 0 5 0 3
Ar=]010]|,4=l01 of|,4=]02 0],
100 00 -1 10 1

apartin lui S gi formeaza o baza a lui

S.
5
3) S& se arate cd matricea A = | 0
2

0 4

1 0 | €S sisa se gaseasca coordonatele
0 3

sale In baza {A1, Az, As}.

R: 2) Egalitateaa c; A1 +ag Ao +agAs = 0 are loc numai pentru oy = as = ag = 0.
3) A= A; — 245 + As.

2.4.14 Fie B = {ej,e3,e3} cu e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0,1) baza
canonica din R3 si fie B’ = {e], e}, e}} C R3 un sistem de trei vectori dati prin

€] =2e; + ey — 3es, €, = 3e; + 2ex — Hes, €5 =e; — ey +e3.

S# se arate ca B’ este o baza in R? si si se giiseasca coordonatele vectorului u =
6e; + 2e; — 7es in in baza B'.

2 3 1
R: Deoarce C = 1 2 —1 | are D(C)=1#0, B este o noud baza a lui
-3 =5 1

R?, C fiind matricea schimbirii de baze. Coordonatele vectorul u in baza B’ sunt
date de:

-3 -8 -5 6 1
X' =C7'X = 2 5 3 2 | =111,
1 1 1 -7 1

adicd u =€} + €}, + €}.
2.4.15 Sa se arate ca B’ = {e], €}, e}, €} }, unde:
ell = (17 17 17 1)3 8/2 = (17 13 717 1)7 eé = (17 713 13 71)7 ei} = (17 713 717 1)7

formeaza o baza si si se determine coordonatele vectorului u = (1,2,1,1) € R* in
aceasta baza.

1
R: u = 5 (2, 1,07 _1)B/

2.4.16 Si se arate ci sistemul de vectori B’ = {e], e}, e4}, dati in baza canonici
B = {e;,ez,e3} C R prin:

€] =e; +3ex+5e3, e,=06e; +3ex+2e3, €5=3e + ey,

formeaz& o baza in R? si si se determine coordonatele vectorilor bazei B in baza B’
si coordonatele vectorului u = —2e; + 2e, + 5es in baza B’.
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R:detC =1,

e; = —2e| +5e, — 9e;, ey = 6e] — 15e), + 28e}, e3 = —3e| + 8ey — 15€},
iar u = e} —ej.
2.4.17 In spatiul vectorial R? se considera sistemele de vectori:

= {ell - (17 1,0),6’2 = (17070)aeé = (17273)}7
B// = (e?l/ = (]‘737 3)76/2/ = (27 27 3)7e/31 = (6) 77 9)}'
1) S& se arate ca B’ gi B” sunt baze si si se afle matricea de trecere de la B’ la B”.

2) Sa se gaseasca coordonatele vectorului x = 2e] + 5e), + 7ef in baza B”.

R: 1) Sistemele de vectori B’ i B” sunt liniar independente. Daca B = {ej, ez, e3}
este baza canonica din R3, atunci & = e(’, ¢’ = e(C”. Cum e = €' C'~!, avem ca
e =€ C,cuC=0C"1C", deci

1 0 3 -2 1 2 6 1 01
C=-13 -3 1 3 2 7|=|-11 2
Slo o 1]]3 39 113
-1 -1 1
2) Avem X" =C~'X'=| -5 -2 3 , adicd x = e} + 2eY.
2 1 -1

2.4.18 In spa‘giul vectorial R? se considers sistemele de vectori:

={ey1 =(1,1,2),e; = (1,2,1),e5 = (2,1,1)},
B’ = (e = (0,1,1),e} = (1,0, 1) e3 =(1,1,0)}.

1) Sa se arate cd B’ i B sunt baze si si se giseascd matricea de trecere de la B’
la B”.

2) Sa se géseascd coordonatele vectorului x = (1,2,2) in bazele B si B”.

3) Sa se verifice legea de schimbare a coordonatelor vectorului x, la trecerea de la
baza B’ la baza B”.

2.4.19 Sa se gaseasca formulele de transformare a coordonatelor unui vector cand se
/ 1/ 3 4 3 / /!
trece de la baza B’ la baza B” din R*, daca B’ = {e}, e}, e, €, }, B” = {e],e], e}, e},
unde:

ell = (172 -1 O) 9/2 = (15 _1717 1)5 eé = (_152717 l)a e:i = (_17_17071)7
elll = (27 13071)7 6,2/ = (07 13232)7 eg = (727 ]-a 1a2)7 eZ = (133a 172)
3 2 —6 5 2 0 -2 1 1 0 0 1
1 5 —1 3 4 1 1 1 3 1 1 0 1
RO=371 2 3 41]loz2 11| |o111]
-3 -2 -7 8 1 2 2 2 0 0 1 0
0 1 -1 1
PR I T T
= 0 0 0 1
1 -1 1 -1
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2.4.20 Si se determine coordonatele vectorului x = (1,2,3,...,n) € R"™ in baza
B' = {e},€,,... e}, unde

e, =(1,0,0,...,0), &, = (1,1,0,...,0),..., €, = (1,1,1,...,1).

R: Avem X' =C~'X, cu

1 1 1 ... 1 1

0 1 1 ... 1 2

C = 0 0 1 ... 1 , X = 3

0 0 0 0 1 n

Dar
1 -1 0 0 -1
0 -1 0 -1
cl= X' =

0 0 0 1 -1 -1
0 0 0 0 1 n

2.4.21 Fie Ry [X] spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult 4 si baza:

B={1,X,X*X* X"},

1) Sa se exprime sistemul B’ = {1,X —L(X -1, (X 1), (X - 1)4} in func-
tie de baza B.

2) S& se arate cé sistemul B’ formeaza o baza in Ry [X].

3) Sa se scrie matricea C' de trecere de la baza B la baza B'.

4) Folosind metoda lui Gauss-Jordan, si se gdseasci matricea C~! de trecere de
la baza B’ la baza B.

R: 1) Folosind binomul lui Newton, se obtine:

X-1=-1+X,
(X —1)°=1-2X + X2,

(X —1)> = =14 3X2 - 3X + X3,
(X —1)" =1—4X +6X2 —4X3 + X4

2) Egalitatea ag 4+ o1 (X —1) 4+ as (X —1)* + a3 (X —1)° + ag (X —1)* = 0,
VX e Rarelocd.d. ag=0, a1 =0, a3 =0, ag =0, ag = 0.
1 -1 1 -1 1
0 1 -2 3 —4
0 1 -3 6 |.49C =
0 0 1 —4
0 0 0 1

3) C =

(=N oNe el
e NeNel
OO = N =
O = W W
— O e =

o O O



28 CAPITOLUL 2. SPATII VECTORIALE

2.4.22 In spatiul R, [X] se considerd bazele:
B={1,X,X? ... . X" &iB ={1,X —a,(X —a)?,...,(X —a)"}.
S& se determine coordonatele in baza B’ ale polinomului P(X) = ap+a1 X+ - -+a, X™.

R: Se obtine polinomul Taylor al lui P(X) in punctul Xy = a:

P//(a)
2!

P'(a)
1!

P™(a)

2
(X—a)+---+ ]

(X —a)+

(X —a)™.

2.4.23 Fie Ry [cos z] spatiul vectorial al polinoamelor in cosz de grad cel mult 4 si
baza:
B= {1, cos x, cos? x, cos® x, cos? x} .

1) S& se exprime sistemul B’ = {1, cos z, cos 2z, cos 3z, cos 4z} In baza B.

2) Sa se arate ca sistemul B’ formeazd o baza in Ry [cos z].

3) Sa se scrie matricea C de trecere de la baza B la baza B’.

4) Folosind metoda lui Gauss-Jordan, si se giseascid matricea C~! de trecere de
la baza B’ la baza B.

R: 1) Deoarece: cos2z = 1 — 2cos? z i sin2r = 2sinx cos z, se obtine:

1=1,

COST = COS T,

cos2z =1—2cos®z,

cos3z = —3cosx + 4cos’ z,
cosdx =1 — 8cos? z + 8cos? x.

2) Egalitatea ag + aq cosx + ag cos 2x + az cos 3z + ay cosdx = 0, Vo € R are loc
d.d. 050:0, a1:0, OZQZO, 043:0, Oé4:O.

- 1 -
1o o3
2, 8
10 -1 0 1 010 2 o
01 0 -3 0 L4
3C=100 2 0 -8 |.HCt=]l00 = 0 =
00 0 4 0 2 | 2
00 0 0 8 000 4 0
1
000 0 =

L ]



CAPITOLUL 3

APLICATII LINTIARE PE
SPATII VECTORIALE

3.1 Aplicatii liniare. Nucleu si imagine
3.1.1 S se arate c# aplicatia f : R? — R?, definita prin
f(x) = (1 + 223,21 + 29 — 13), VX = (21,29, 23) € R,

este o aplicatie liniara.

3.1.2 Si se arate ci aplicatia f : R? — R3, definitd prin f(x) = (21 + 1, 22, 73),
Vx = (71,72) € R?, nu este o aplicatie liniar.

3.1.3 Sa se arate cd aplicatia f : K,[X]| — K,,—1[X], definitd prin

f(PH(X)=P(X),VXeK, VPeK,[X],

care duce fiecare polinom de grad cel mult n in derivata sa, este o aplicatie liniara pe
K,[X].

3.1.4 Fie P € M,,(K), Q € M, (K) dous matrice patratice. Sa se arate ci aplicatia
T : Mpsn(K) = Mpxn(K), definita prin T(A) = PAQ, pentru orice matrice
A € My xn(K), este o transformare liniard pe M, xp, (K).

3.1.5 Sa se arate ca urmatoarele aplicatii sunt liniare:

1) f:R?® — R2, f(x) = (221 + x3,3x2), Vx = (21,79, 73) € R3.
2) f:R? — R3, f(x) = (21,371 — 22,271), VX = (21,72) € R%
3)f:R2*>R27 f(X):(0,0), vX:(l’th)G]RZ'
4) f:R,[X] — R,2[X], f(P)(X)=P'(X),VX €eR, VP eR,[X]
3.1.6 Sa se precizeze care dintre urmatoarele aplicatii este liniara:
1) f:R?—=R3 f(x)=(3x1 + 222,73,221), Vx = (21,72) € R%
2) f :R3? — 1:{,27 f(X) = (41)1 — 3x9,2x1 + x5 — 31‘3), Vx = (331,.132,.733) € R3.
3)f:C—R, flz+iy) = /2?2 +y% Vo +iy € C.

29
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R: 1) Nu. 2) Da. 3) Nu.
3.1.7 Sa se precizeze daca aplicatia f : Ro[X] — Ra[X] definita prin:
f(P)(X) = (ap — a1) + 3asX + (a1 + 2a2)X?, VX € R.
oricare ar fi P (X) = ag + a1 X + a2 X? este liniara.
3.1.8 Sa se arate ca aplicatia f: R™ — R:
fX)=z1 4+ a2+ -+ xp, VX = (21,22,...,2,) € R™

este liniara.

3.1.9 Sa se determine nucleul si imaginea urmatoarelor aplicatii liniare:
1) f:R?* = R? f(x)=(z1+z3,22+23), VX = (21,32,73) € R%.
2) f:R?* = RY, f(x) = (21,32, 31 + 33,20 + 33), VX = (z1,22,73) € R®.
3) f:R3—=RY f(x)= (21 — 23,72 — 3,0,0), VX = (21,79, 73) € R3.
4) f:R3 =R, f(x) = (23,21 + T2, 21,01 — 22), Vx = (z1,22,23) € R,

R: 1) f(x) =0 implica: z1 + x3 =0, 2 + 3 = 0, deci
Kerf={x=a(l,1,-1), a € R}.

Ecuatia f (x) =y implicd: z1 +x3 = y1, T2 + 23 = Yo, sistem ce are solutii oricare ar
fiy = (y1,y2) € R?, deci Im f = R2.

2) Ker f = {0}7 Im f = {y = (Oé,ﬁ7')/,*06+ﬂ+’)/), a,fB,v € R}

) Kerf={x=0a(l,1,1), ae R}, Imf ={y = (,3,0,0), o, 5 € R}.

4) Kerf={0}, Imf = {y = (o, 8,7, -8 +27), o, 3,7 € R}.

3.1.10 Fie aplicatiile liniare: f : R? — R2?, f(x) = (221 — 72,372), g : R? — R2,
g9(x) = (=1 + 22,421), VX = (21,72) € R?. Si se determine go f si fog si si se
verifice ca sunt aplicatii liniare.

3.1.11 Fie U,V,W trei spatii vectoriale peste acelagi corp K si aplicatiile liniare
f:U—>V, g:V—W. Sasearate ciImf C Kergd.d.go f=0.

R: Pentru orice u € U, f(u) € Im f C Kerg, deci g(f(u)) =0saugo f =0.
Reciproc, fie v € Im f, atunci existd u € U a.l. v = f(u). Avem:

9(v) = 9(f(w)) = (g0 f)(u) =0,
adica v € Ker g si deci Im f C Kerg.

3.1.12 Fie f : U - V, g: V — W doua aplicatii liniare cu proprietatea g o f = 0.
Sa se arate ca:

1) Daca aplicatia f este surjectiva, atunci g = 0.

2) Daca aplicatia g este injectiva, atunci f = 0.
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R: 1) Daca aplicatia f este surjectiva, pentru orice v € V exista u € U al.
v = f(u). Atunci g(v) = g(f(w)) = (go f)(u) = 0, deci g = 0.

2) Din g o f = 0 deducem (g o f)(u) = 0, pentru orice u € U, sau g(f(u)) = 0 si
cum aplicatia g este injectiva, rezultd f(u) = 0, pentru orice u € U, adicd f = 0.
3.1.13 Fie U, V, W trei spatii vectoriale peste acelasi corp K si aplicatiile: f:U —
V,g:V — W ali. aplicatia compusa go f : U — W si fie liniard. Sa se arate ca:

1) Daca g este liniara si injectivd, atunci f este liniara.

2) Dacd [ este liniard gi surjectiva, atunci g este liniara.
Utilizand rezultatele precedente, sa se arate ca daca aplicatia f : U — V este liniara
si bijectivd (izomorfi), atunci aplicatia inversd f=1 : V — U este liniara.

R: 1) Din (go f)(au+pv) = a(go f)(u) + B(go f)(v) si liniaritatea lui g, rezulta
g(flau—+ pv)) = glaf(u) + f(v)). Dar g fiind injectivi, deducem
flau+pv) =af(u)+Bf(v).
2) Cum f este surjectiva si liniara, ay vy + agve = a1 f(u;) + asf(us), de unde,
g o f fiind liniara, deducem:
glarvy + azva) = ai(go f)(w) + az(g o f)(uz) = arg(vi) + azg(va).

Deoarece f~1o f = 1y aplicatia 1y fiind liniara, iar f liniara si surjectiva, din (b)
rezultd ca 1 este liniar.

3.2 Aplicatii liniare pe spatii finit dimensionale
3.2.1 Fie B = {e;,ez,e3,e,} C R si B= {&1,&} C R?, baze in R?, respectiv in
R? si fie aplicatia liniara f : R* — R2, definita prin:

fle1) =@, f(e2) =&, f(ez) =& + &, f(es) =& —&.

) Sa se scrie matricea A a aplicatiei f in perechea de baze B si B.
) Sa se scrie ecuatiile aplicatiei f in perechea de baze B si B.

) Sa se determine Ker f gi Im f.
) Sa se gaseasca defectul si rangul aplicatiei f.

R:1)si2) fle)=€Asiy = f(x) implica:
. 1 01 1 Y1 = 1 + T3 + 24,
0 1 1 -1}’ Yo = T2 + T3 — X4.
) Kerf={x=(~a—-8,—a+8,0,8), , B€ R}, Imf=R2? 4)d=2,r=2.
3.2.2 Se dau aplicatiile liniare f : R® — R? si g : R?> — R3, definite in bazele
canonice din R3 si R? prin:
f(x) = (1 +x3,22 + 23), VX = (21,29, 23) € R,
9(¥) = (y1,91 —y2, 91 +92), ¥y = (y1,92) € R®.

1) Sa se scrie matricele aplicatiilor f si g.
2) Sa se gaseasca matricele aplicatiilor go f i fog.
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3.2.3 Si se determine nucleul si imaginea aplicatiei liniare f : R® — R? a cirei
matrice in bazele canonice din R3 si R? este

2 1 2
A= { 2 2 1 ]
3.2.4 Se da aplicatia liniara, f : R? — R*, definits prin
f(x) = (z1, 70, 23,21 + T2 + x3), VX = (21,29, 23) € R>.

Sa se scrie matricea si sa se determine nucleul i imaginea aplicatiei f.

3.2.5 Fie B = {e;,es,e3} C R? si B= {&1,&} C R?, baze in R3, respectiv in R?
si fie aplicatiile liniare f : R? — R2, g : R2 — R? definite prin:

g(€1) = 3e; +2e; —e3,

ey) = 3e; — 2€q, ~
f( 2) ! 2 g(eg) = —291 — eg + e3.

f(el) = —2@1 + 3é2, {
f(eg) = 7é1 =+ 5é2,
) Sa se scrie matricele A gi B ale aplicatiilor f si g in perechea de baze B si B.
2) Sa se scrie ecuatiile aplicatiilor f si g in perechea de baze B si B.
a se verifice ca f este surjectiva, iar g este injectiva.
4) Sa se determine subspatiile Ker f si Img, precizand cite o bazd in fiecare

) Sa se gaseasca defectul si rangul aplicatiilor f si g.
6) Sa se arate ca f o g = 1ge si sd se calculeze go f.

R:1) f(e)=¢€A, g(6) =eB cu

3 -2
A—[_g _‘;’ _H,B— 2 -1
-1 1

2) y = f(x), x = g(y) implica:

1 = 3y1 — 2y2,
T2 = 2y1 — Y2,
T3 = —Y1 + Y2-

Y1 = —2x1 + 3T2 — T3,
Yo = 3x1 — 232 + 53,

3) Im f = R2, primul sistem fiind compatibil oricare ar fi y € R?, deci f este
surjectivd. Ker g = {0}, al doilea sistem pentru x = 0 admitand numai solutia banala,
deci g este injectiva.

4) Ker f = {u= «a(13e; + 7ex — 5e3), a € R}, iar Img = {u = (21,22, 23), 1 —
x9 + x5 = 0}, al doilea sistem fiind compatibil d.d. determinantul caracteristic este
egal cu 0. O baza in Im g este B={(1,1,0),(0,1,1)}.

5) def f = dimKer f =1, rg f = dimIm f = 2, defg = dimKerg = 0, rgg =
dimImg = 2.
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6) Deoarece f(e) = €A, g(€) B, avem ca:

(fog)(€) = [(g(€)) = f(eB)=f(e) B=¢(AB),
(gofile) = g(f(e)) =g(€A)=g(e)A=e(BA),
cu AB = I si
3 -2 —-12 13 -13
-2 3 -1
BA = 2 -1 = -7 8 =7
-1 1 { 3 2 5] 5 =5 6

3.2.6 Se da transformarea liniara 7' : R® — R?, y = T(x), ale cirei ecuatii in baza
canonica din R? sunt

Y1 =11, Y2 =T1+ T2+ T3, Y3 = T1.
Sa se determine KerT' si ImT'.
R: KerT = {x = (0, ~a,a), a € R}, InT = {y = (a,4,a), a, 4 € R}.

3.2.7 Si se determine nucleul si imaginea aplicatiei liniare f : R* — R"™! y =
f(x), ale cirei ecuatii in bazele canonice din R™ si respectiv R"*!, sunt

n

yzzzaljxjv Zzlan+17
i=1

stiind ca rangul matricei A = [a;;] este n.
R: Ker f = {0}, iar

Imf = {y = (y17y2a s 7yn+1)7 Acar,n+1 = 0}7

unde
ajy a2 cee A1n Y1
a21 a22 cee A2n Y2
Acaur,n-‘,-l =
an1 an2 oo Ann Yn
p4+1,1 An+1,2 -+ Qpiln  Yntl

3.2.8 Si se determine nucleul si imaginea aplicatiei liniare f : R” — R:
fX)=z14+a2+ -+ z,, Vx=(21,292,...,2,) € R™.
3.2.9 Si se determine nucleul si imaginea aplicatiei liniare f : R — R2:
fx)=(@14+x2+ -+ 2k, Tpp1 + -+ ), Vx = (T1,22,...,2Z,) € R™.

3.2.10 In spatiul vectorial My (R) se considera matricele:

0 1 10 11 11
S R I E Y I T I Y

S& se determine aplicatia liniard f : Ms (R) — R a.l.

f(A1) ==3, f(A2) =0, f(A3) =5, f(A4) =2.
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R: Ecuatia aplicatiei f in baza canonici din My (R) este de forma

f(A) = a1a11 + agaiz + azag + asaz, VA = [ it ] € Mz (R).
a1 a2

Conditiile problemei conduc la sistemul

042+O[3+Oé4:*3,
o1 +az+og =0,
ap + as + ay = =5,

a1+ as +ag =2,
cu solutia: ay =1, ag = —2, ag = 3, ay = —4. Deci
f(A) =a11 — 2a12 + 3a21 —4agge VA € M2 (R).
3.2.11 In R3 se dau vectorii:

V1= (2a375)7 Vg = (Oa 172)7 V3 = (17070)7
wy = (1,1,1), wo=(1,1,—1), ws=(2,1,2).

Sa se determine transformarea liniarda 7' : R® — R3 ai. T(v;) = w;, i =1,2,3.
R: Conditiile problemei implica:

2T(e1) + 3T(e2) + 5T(eg) —=e]; +ex+es,
T(eg) —+ 2T(e3) = €1 —+ €y — €3,
T(el) = 261 + e + 293,

de unde T(el) = 281 +es + 2837 T(eg) = —1181 — 792 — €3, T(eg) = 681 + 482.

3.3 Legea de schimbare a matricei aplicatiei liniare

3.3.1 Se di aplicatia liniars f : R® — R2, definita in bazele canonice din R? si R?
prin
f(x) = (21 — 22,01 + 22+ 23), VX € R3.
1) S& se scrie matricea aplicatiei f.
2) Sa se gaseascd matricea aplicatiei f in perechea de baze B' = {e},eh, es} din
R3 gi B’ = {€},¢€,} din R?, unde:
1,1), e, =(1,0,1), e4=(1,1,0),

el (07 ’
1,1), ¢&,=(2,3).

=1,
3.3.2 Se da transformarea liniara 7 : R? — R3, definits in baza canonica prin:
T(e1) = 3e1 + 2eq, T'(ez) = 2e; + 4ey — 2e3, T'(e3) = —2es + Ses,
S& se giseascd matricea transformérii 7" in baza B’ = {e], e}, €5}, unde:

/

/ 1 / 1 1
el = g(el + 2ey — 2e3), €y = 3(261 + ez + 2e3), e = g(_Qel +2ez +e3).
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R:detC=—-1,C71 =(C, A = diag (7,4,1).

3.3.3 Se considers transformarea liniara 7' : R® — R3, definitd in baza canonica
prin:

T(e1) = (1,1,1), T(es) = (0,1,0), T(es) = (0,1,0).

S& se giseascd matricea transformaérii 7' in baza B’ = {e], e}, €5}, unde:

6/1 = (17070)7 e/2 = (17 150)7 eé = (1»17 1)-

R: A =C71AC =
1 -1 0 1 0 0 1 11 0 -1 -2
=10 1 -1 1 11 01 1 |=1]0 1 2
0 1 1 00 0 0 1 1 1 1

3.3.4 Si se gaseasci matricea transformarii liniare 7 : R* — R*, definit in baza
canonica prin

T(el) = eq, T(eg) = 2e; + eg, T(e3) = ey, T(e4) = —eq.
in baza B’ = {e], e}, e}, e}, unde

e) =(3,2,1,0), e, =(1,1,1,1), e =(3,-2,1,0), e, = (—1,1,—1,1).

R: det C = 16,
1 1 -1 -1 1 0 0 0
1] -1 0 3 2 1 1 0 0
-1 _ = r_
c = 4 1 -1 -1 1’ A= 0 0 -1 0
1 0 -3 2 0 0 1 -1

3.4 Diagonalizarea transformarilor liniare

3.4.1 Sa se determine valorile proprii gi subspatiile proprii corespunzatoare ale trans-
formarilor liniare T" ale caror matrice sunt:

2 1 2 -1 2 } i 7} i

1) A= 2) A= 5 -3 3 [.3)A=
1 2 10 o 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

si sa se verifice c& p(A) = 0 (teorema lui Cayley-Hamilton).

R:1) A2 —4X+3=0cu: A\ =1, SO\) = [{(=1,1)}], A2 = 3, S(h2) = [{(1,1)}].
2) M 4+3X2+30+1=0cu: Ay =—1,m; =3,5\) =

3) AT —4X3 + 161 — 16 = 0 cu:

A1=2,m = 3, S()‘l) = [{(17 1a0a0)7 (1,0, 170)7 (1a0707 1)}]a

Ao =-2,mo=1, S(A)=[{(-1,1,1,1)}].
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3.4.2 Sa se determine valorile proprii si subspatiile proprii corespunzatoare ale trans-
formarilor liniare T' ale caror matrice sunt:

0 10
1)A_[_g _ﬂa)A_{_g’ _g} HA=]0 0 1
2 -5 4
2 —4 0 01 2 4 0 0
HA=| -4 16 4|.55A=]2 0 1].6)A=|0 o0 1
0 4 2 1 2 0 0o -1 2
0 0 0 3 -1 1 3 0 -1
NA=| -1 0 0|.8)A=|-2 4 —2].994=|-2 1 1
2 -3 -1 —2 2 0 3 -1 -1

R: Valorile proprii si subspatiile proprii corespunzatoare sunt:
1) Ay =10, [(-=3,1)], A2 =0, [(1,3)].

2) >\1 = 2a [(1’ 1)]7 >\2 = 8a [(71, 1)]

3) AL =2, [(172a4)]v A2 =1, mg =2, [(17 1, 1)]

4) A\ =2,[(1,0,1)], \a =18, [(-1,4,1)], A3 =0, [(2,1,—2)].

A1 =3, [(1,1,1)],
5) )\2——;4-1'?, [(—2—>\2,1+)\271)},
O L (=24 —As, 1+ As, 1
3 5 i 3,1+ A3, 1)]
6) )\1 = 4, [(1, ,0)], )\2 = 1, mo = 4, [(0, 1, 1)]
7) )\1 = 0, mi = 2, [(0,1,—3)], )\2 = —1, [(0,0,1)]
8) )\1 = 33 [ 1a 72772)}7 )‘2 = 27 ma = 27 [(15 170) 7( 17071)}
9) )\1 - 1; mi = 37 [(_17 ]-a _2)]

3.4.3 Sise giseasci o baza in R? in care matricea transformarii liniare T : R3 — R32,
definita in baza canonica prin:

T(el) = €eq, T(el) = e3,
1) T(eg) =e; +es + €es, 2) T(eg) = €2,
T(eg) — €9, T(eg) =€y,

sa aiba forma diagonala.

R: 1) A3 = A2 —2X=0, cu: \; = —1, Ay = 0,\3 = 2; baza este: B = {e], e}, e}},
unde
ell =(1,-1,1), 6/2 = (-1,0,1), 8/3 =(1,2,1),

iar A" = diag(—1,0,2).
)N - X - A+1=0,cu) =1, m =2, A = —1,my = 1; baza este:
B' = {e}, e}, €4}, unde

ei = (170’ 1)7 e/2 = (O’ 170)7 e/3 = (_170’ 1)7
iar A’ = diag(1,1,-1).
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3.4.4 Sa se studieze existenta unei baze in care matricele urmatoarelor transformari
liniare sa aiba forma diagonala:

01 1 01 0 1 -3 4
) A=|1 0 1|.2)A=| -4 4 0]|.3)A=|4 -7 8
110 —2 1 2 6 —7 7

R:1) XN =3A—-2=0,cu: \y =2,m; =1, SO\1) = [{(1,1,1)}], dim S(\;) = 1,
A2 = =1, mg = 2, S(\2) = [{(—1,1,0),(-1,0,1)}], dim S(A;) = 2, deci exista o
baza in care matricea transformarii 7' are forma diagonala. Sau, polinomul minimal:
mA) =A=-2)(A+1) =X —-X—-2sim(4)=0.

2) AN —6XN2+ 12 -8 =0cu: A\ = 2, m = 3, S(\) = [{(1,2,0),(0,0,1)}],
dim S(A1) = 2, deci nu existd o bazd in care matricea transformarii 7' are forma

diagonala. Sau: m(X) = (A —2) si m(A4) # 0.
3) )\3—5)\—>\2—3 = 0, cu: )\1 = 3, mi = ]., S()\l) = %, 1,1) }:|, dlmS()\l)

1, Ay = =1, my = 2, S(A2) = [{(1,2,1)}], dim S(A2) = 1, deci nu existd o bazi in
care matricea transformarii 7' are forma diagonald. Sau: m(A) = (A—=3)(A+1) =
A2 —2X —3sim(A) #0.

-1 0 -3
3.4.5 Sa se calculeze puterea a n-a a matricei A = 3 2 3
-3 0 -1

R: Matricea A este asemenea cu o matrice diagonala. Intr-adevar, A3 —12\+16 =
O,culdi=—4,mi =1, A =2, mo=2si

10 —1 1o
C=|-11 o],Cct== 1 211,
10 1 21 1 0 1
4.0 0 (—4™ 0 0
A= 020, @A"=| 0o 20 o0
00 2 0o 0

Din A’ = C71AC deducem A = CA'C~! si deci A" = C(A")"C~1, adica

1 (—=4)"+2" 0 (—4)" —2n
A" = 3| - (=)™ +2n 2l (—4)" 4 2m
(=" =27 0 (—4)" +2n

3.4.6 Se considera matricele

A:H H,B:{g HeMg(R).

1) Sa se arate cd matricele A gi B sunt asemenea cu matrice diagonale.
2) Sa se verifice dacid matricele A + B, AB, BA sunt asemenea cu matrice diago-
nale.
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1 0

. o~ A —
R:1) A~ A [O 0

] , B este diagonala.

DAYB=|§ 1| A-D>=0 A =1 m =2 dar S() = [{(1,0)}]
dim S(A1) = 1, deci A + B nu este asemenea cu o matrice diagonal.
an=| g ] M =0, A =0, m1 =2 dar SO) = [{(1,0)}], dimS(h) =1,

deci AB nu este asemenea cu o matrice diagonala. BA = 0, deci BA este asemenea
cu o matrice diagonala.

3.4.7 Fie T : V. — V o transformare liniard, A\ € K o valoare proprie a lui T si
u € V un vector propriu corespunzator valorii proprii A.
1) Sa se arate ca pentru orice p € N, AP este valoare proprie a transformarii liniare
TP =ToTo---oT (de p ori) si u vector propriu corespunzator.

1
2) Sa se arate ca dacd T este bijectiva, atunci A # 0 si Y este valoare proprie

pentru 71 si u vector propriu corespunzitor. S& se deduci de aici ci 1) are loc
pentru orice p € Z.

3) Sa se arate ca P(T)(u) = P(A)u pentru orice polinom P.

4) Utilizand rezultatele precedente s se arate ca daca A € M,,(K) este asemenea
cu o matrice diagonald, atunci pentru orice p € N, AP este asemenea cu o matrice
diagonala. Daca, in plus, A este nesingulara, afirmatia este adevarata pentru orice
pEZ.

R: 1) Cum T'(u) = Au, avem T?(u) = T(T'(u)) =A%u si prin inductie se deduce
cd TP(u) = MPu.

2) Dacd A = 0 ar fi valoare proprie pentru T, atunci 7'(u) = 0 cu u # 0, adica
Ker T # {0}. Contradictie. Apoi, din T'(u) = Au, rezultd (T~ o T)(u) = X! (u),
de unde T71(u) = A~ tu.

3) rezultd din 1).

4) Dacd A este asemenea cu o matrice diagonald A’, atunci A = CA'C~! si

A? = CA?C~1, A fiind o matrice diagonala etc. Daci A este nesingulars si A’ este
nesingulara i A= = (CA'C~1) =L =cCcA~1CL

3.4.8 Sa se arate ca daca matricea A € M,,(K) este asemenea cu o matrice diagonala
atunci matricea ' A este asemenea cu o matrice diagonali.

R: Fie A’ = C71AC, cu A’ o matrice diagonald. Atunci A’ este tot diagonala si
tAI _ t(C«—lAC) :tc . tA . tC—l — (tC_l)*l . tA . tC_l,
deci ' A este asemenea cu o matrice diagonali.

3.4.9 Fie Ty, T> € L(V) al. una dintre transformari este bijectiva. Sa se arate ca
Ty oTs si T5 o Ty au acelagi polinom caracteristic.
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R: Fie Ay, Ay € M(K) matricele celor doua transforméri liniare intr-o baza din
V. Sa presupunem cd T; este bijectiva, deci matricea A; este nesingulara si deci
inversabila. Putem atunci scrie:

Az Ay = (AT A1) (A2 Ay) = AT (A1 Ag) Ay,
adica matricele A A; si A1 As sunt asemenea si deci au acelasgi polinom caracteristic.

3.4.10 Transformare liniard 7 : R* — R*? are, in baza canonici din R*, matricea:

1 2 3 4 3 1 00
01 2 3 4 -1 0 0
DA=19 01 2| 24= 701 2 1
00 0 1 17 =6 —1 0

S4 se gaseascd o baza in R* in care matricea transformsarii T are forma Jordan.

R: 1) Ecuatia caracteristici este: (A—1)* = 0, Ay = 1, my = 4, iar S(\;) =
[{e] =(1,0,0,0)}], dim S(A\1) = 1, deci nu existd o baza in care matricea transformarii
T are forma diagonala.

1
Cautdm un vector €} a.il. T'(e}) = 1-e}+e€h. Se obtine: e, = (0, 570, 0). Cautam

31

-3 4,0). In fine,

apoi un vector €5 al. T(es) = 1€, + e5. Se obtine: e} = (O,

16”7 8’8
In baza B’ = {e], e}, e}, €}, in care primul vector este propriu iar ceilalti princi-
pali, matricea transformarii T are forma Jordan:

5 31
cautdm un vector €} a.i. T(e}) =1-e5 + €. Se obtine: €} = (O, — )

A=

SO O
OO ==
o Rk O
== O O

2) Ecuatia caracteristica este: (A — 1)4 =0, A1 =1, m; = 4, iar subspatiul propriu
corespunzator S(A1) = [{(1,-2,-5,0),(0,0,—1,1)}], dim S(A1) = 2, deci nu exista o
baza 1n care matricea transformarii 7" are forma diagonala.

Corespunzator vectorului propriu €] = (1, -2, —5,0), ciutdm un vector principal
e, al T(e,) =1-¢€| + e, Seobtine: e, = (0,1,0,—6). Corespunzator vectorului
propriu €5 = (0,0,—1,1), cAutdm un vector principal €} a.i. T(e}) =1-e} + €}. Se
obtine: e} = (0,0,0,—1).

In baza B’ = {e], e}, €5, €} } matricea transformarii T are forma Jordan:

A=

oo O
OO~ =
O = OO
= =0 O
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3.4.11 Transformarea liniard T : R?® — R? are, in baza canonica din R?, matricea:

6 6 —15 0 10 0 0 0
DA=[15 —5|.204=|0 0 1|.34=|-1 0 0
1 2 -2 2 -5 4 2 -3 -1

S4 se giseasca o bazi in R? in care matricea transformarii 7 are forma Jordan.

R: 1) Ecuatia caracteristici este: (A —3)®> =0, Ay = 3, my = 3, iar din z + 2y —
52 =0, avem S(A;) = [{(3,1,1),(—2,1,0)}], dim S(A1) = 2, deci nu existd o baza in
care matricea transformarii 7" are forma diagonala.

Vectorului propriu e} = (3,1, 1), ii corespunde vectorul principal e}, = (1,0,0). In
baza B’ = {e], €}, e}, cu el = (—2,1,0), matricea transformarii T are forma Jordan:

A=

O O W
S W =
w o o

2) Ecuatia caracteristicd este: A3 —4X\2 4+ 5\ -2 =0, A\; =1, m; = 2, Ay = 2,
mg = 1. Se obtine:

1 10 1 01
A=1010]|,cuC=|11 2

0 0 2 1 2 4

3) Ecuatia caracteristica este: A% (A + 1) = 0. Se obtine:

0 1
A=100 0],cuC= 1 10
0 0



CAPITOLUL 4

FORME LINIARE,
BILINIARE SI PATRATICE

4.1 Forme liniare. Spatiul vectorial dual

4.1.1 Sa se verifice dacd urmatoarele aplicatii sunt forme liniare:

1) p; : K" — K, pi(x) = x;, pentru orice x = (x1,x2,...,2,) € K" i = 1,n,
numite proiectiile canonice ale lui K™ in K.

2) f:C" =R, f(z1,22,...,2n) = Re(z1+ 22+ -+ 2,), daca: (i) C™ este spatiu
vectorial real, (ii) C™ este spatiu vectorial complex.

3) f:C" =R, f(z1,22,...,2n) = |21| + |22| + - + |2l

4) Dx, : K,[X] — K, Dx,(P) = P'(Xy), cu Xy € K fixat.

5) I:Cla,b] — R, I(f) = f; f(z)dx, pentru orice f € Cla,b], unde Cl|a,b] este
spatiul vectorial al functiilor continue pe intervalul [a, b], cu valori reale.

R: 1) Da. 2) () da, (i7) nu. 3) Nu. 4) Da. 5) Da.

4.1.2 Sa se gaseasca expresia analitica a formei liniare f : R" — R, definita in baza
canonica din R”™ prin:

fX)=21 —a0+---+ (—1)"71%“ Vx = (x1,T2,...,T,) € R,

in baza B’ = {e],€),..., e}, unde
e, =(0,1,...,1,1), e, = (1,0,...,1,1), ..., e, = (1,1,...,1,0).
R: Daci n este par, A’ = AC = (—1,1,—1,...,—1,1); dacd n este impar A’ =

AC = (0,2,0,2,...,2,0).

4.1.3 Fie B = {e;, ez, e3,e,} baza canonicd din R* si B* = {f1, f2, f3, f4} baza
duald acesteia. Fie B’ = {e], e}, e}, e} } baza din R* definitd prin

el =(0,1,1,1), e, = (1,0,1,1), e5 = (1,1,0,1), €, = (1,1,1,0).

Sa se determine baza B'* duald bazei B’, in functie de B*.

41
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R: Dacd € = eC, atunci f* = C~1f* dar D(C) = -3 si

-2 1 1 1

1 1 -2 1 1
-1 _

¢ 3 1 1 - 1

1 1 1 -2

4.1.4 Si se gaseasca formele liniare f : R3 — R, pentru care
f(o? 17 _1) = 07 f(_2a la 1) =0.
R: f(x) = a(x1 + 22+ 23), « € R.

4.1.5 Sa se scrie expresiile analitice ale formei liniare f : R,,[X] — R, definita prin
f(P)= fol P(X)dX, in baza B={1,X,X?,...,X"} gi in baza B’ = {1,1+ X, 1+
X2, 1+ X"}

. 5 kEy — 1 yk _ 1 — = i
R: Avem ca f(X*) = [; X dX—m,k—O,n si deci
flag+ a1 X+ +a, X")=a —&—la —&—la—&— + ! a
0 1 n — (o 21 33 n+1 n-
Apoi A’ = AC cu
1 1 1 1
0 1 0 0
11 1
A=11,=,=,. C= 0 0 1 0
’2’37 ’n+1 )
0O 0 O 1
4 2
Deci: f(a6+a’1(1+X)+~o+a;1(1+X")):a6+ga’1+§ag+~~+nila;.
n

4.2 Forme biliniare

4.2.1 Sa se verifice daca urmatoarele aplicatii sunt forme biliniare:

1)g:R?> - R, gz,y) = (r+a)(y+b), cua,beR.
2)g:R?> - R, g(z,y) = z"y,n € N.
3) g: R" xR" — R7 g(X7Y) =T1Y1 + T2y2 + - -- +'Tnyn7vxay €R™.

R: 1) Numai dacd a = b = 0. 2) Numai dacd n = 1. 3) Da.
4.2.2 Se di aplicatia g : R? x R? — R, definita prin
g (X,y) = 21y1 + T1Y2 — T1Y3 + Tay1 — 222y2 — 2x2Y3 + 2T3Yy1 + T3Y2 — 3T3Y3,

vx,y € R3. Se cere:
1) S se verifice ci g este o forma biliniara pe R3.
2) Si se scrie matricea formei g in baza canonica din R3.
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11 -1
R:2)G=|1 -2 -2
2 1 -3

4.2.3 Numim urmd a matricei A = [a;;] € M, (R) scalarul notat Tr A = )" a;;. Sa
i=1

se verifice ca aplicatia g : M, (R) x M, (R) — R este formé biliniara, unde:

i=1 i=1

4.2.4 Se di forma biliniara g : R® x R® — R, a cirei matrice in baza canonici din
R3 este

1 0 —1
G= 0 -1 2
-1 2 0

) S se scrie expresia analitici a formei g in baza canonicd din R3.
2) Sa se arate ca forma g este simetrica.
) S& se giseasca matricea formei g in baza B’ = {e}, e}, e5}, unde

ell =(1,1,1), 652(172,1), e§:(0ﬂ071)~

R:1) g(x,y) = 2191 — T1y3 — Tay2 + 2T2y3 — 23y1 + 223Y2.
2)'G=G. 3)G'=1CGC,
1 1 1 1 0 -1 1 1 0 2 31
G=1]1 21 0 -1 2 1 2 0|=13 3 3
0 0 1 -1 2 0 1 1 1 1 3 0

4.2.5 Sa se gaseasca expresia analitica a formei biliniare
9(x,y) = 22191 + T1y2 + T2y1 + 222Y2 + 3x3y3 + 474y,
in baza B’ = {e], e}, e}, e}, unde
e} =(1,1,0,0), e, =(0,0,1,0), e;, = (1,—1,0,0), €, = (0,0,0,1).
R: G' ='CGC = diag (6,3,2,4).

4.2.6 Fie g : V x V — K o forma biliniard. Sa se arate ca exista formele liniare
fi,fpeVTal g(xy) = fi(x) - f2(y) d.d. rgg = 1.

R: Fie B={ej,e3,...,€,} o bazd in V gi

fix) = Zaixia fay) = ijyj, 9(x,y) = Z 9ij%iYj-
i=1 j=1

i,7=1

Egalitatea din enunt este echivalenta cu g;; = a;b;, 7,7 = 1,n, ceea ce se Intampla
d.d. rgG =1, unde G = [g;;].



44 CAPITOLUL 4. FORME LINIARE, BILINIARE SI PATRATICE

4.2.7 Se da forma biliniara

9(x,y) =4x1y1 — 2x1Y2 + Toys + Toya + 223y1 + T3y3 — 2T4Y1 + Tayo.

Sa se arate ci multimea S = {y € R*, g(x,y) = 0,Vx € R*} este subspatiu vectorial
al lui R* numit subspatiul nul al Iui g relativ la al doilea argument. S& se determine
o baza gi dimensiunea acestui subspatiu.

R: g(x,y) = 0,Vx € R* implica:

dy; — 2y =0,
Ys +ys = Oa
2y1 +y3 =0,
—2y1 +y2 =0,

cur =3. Deci, S =[(1,2,-2,2)], dim S = 1.

4.3 Forme patratice

4.3.1 Sa se scrie formele patratice definite de urmatoarele forme biliniare simetrice:

1) g(x,y) = 1y1 + 22y + T3y3 + 2x1Y2 + 22241 + T1Y3 + T3Y1-
2) g(x,y) = 21y2 + 22y1 + T1y3 + 391 + T2ys + T3Yo.

4.3.2 Se da forma patraticd h(x) = x129 + xox3 + x321. Sa se scrie matricea formei
h in baza canonics din R? si sa se giseasca rangul ei.

4.3.3 Se dé forma patraticd h(x) = 2% + 23 — 423 + 22122 + 41 23.
1) S& se scrie matricea formei h in baza canonici din R3.
2) Sa se gaseasca expresia analiticd a formei biliniare polare lui A in baza

B ={e, =(1,1,—1),e, = (1,0,1),e; = (1,—1,1)}.

11 2 —4 6 4
R1)G=|[11 0]|.2)G@=CGC=| 6 1 0
2 0 —4 4 00

4.3.4 Aplicand metoda lui Gauss formei patratice
h(u) = 223 4 2x125 + 42123 + 23,
sa se determine o expresie canonica si baza corespunzatoare.

R: Se obtine, in doua etape, expresia canonica
1
h(u) = 5(»’6’1’)2 —2(a3)? + (a3)?,

1 ~ .o
cu zf =2z + a9 + 223, 24 = 302 + 3, 24§ = x3, In baza formatd de vectorii:

1
el = (2,0,0>, ey = (1,-2,0), ef = (0,—2,1).



4.3. FORME PATRATICE 45
4.3.5 Utilizand metoda lui Gauss sa se determine expresiile canonice ale urmatoa-
relor forme patratice si bazele corespunzatoare:
X) = :171 +4x129 + 22173 + x2 + 2xox3 + 3x3.
x) = ml + 2x120 + 41123 — xQ + 6xox3 + 4x3.
) = xl + 23129 + 47123 + 23 + 2962:33 + 423
) = 2% — 4179 + 27173 + 423 + 23
2 1 2, 1 o
R: 1) h(x) = (21 + 222 + 23)° — g(—?)l‘g —x3)* 4+ 3%5-
1 1
2) h(X) = (1’1 + 19 + 21’3)2 — 5(2.%2 — £U3)2 —+ 51’%
3) h(x) = (71 + @9 + 2w3)? — 2293 si se face schimbarea de coordonate:
x1 =) — 3wy +ak, wo=ah+ah, x3=x— b
4) h(x) = (x1 — 229 + x3)? + 4223 si se face schimbarea de coordonate:
r1 = 2) + ah +32h, wo = b + w5, x3 =75 — 2.

4.3.6 Utilizand metoda lui Gauss sa se determine expresiile canonice ale urmatoa-
relor forme patratice, date prin matricele lor in baza canonica:

110 -1 1 1 0 1 -3
HNG=|101].22G=| 1 -1 1|.33G=| 1 0 -3
01 1 11 -1 -3 =3 0

4.3.7 Utilizand metoda lui Jacobi sa se determine expresiile canonice ale urmatoa-
relor forme péatratice si bazele corespunzatoare:

1) h(x) = IE% + {E% + 3$§ + 4dx1209 4+ 22123 + 20923,
2) h( ) = 5551 - 45513?2 —4x1x3 + 63:2 + 4x3
3) h( ) = 331 + 332 + 1‘3 - 21‘4 — 2x1x9 — 22173 — 2T1T4 + 22903 — 2T2T4.

R:1) Ay =1, Ay =-3, A3 = —7. Baza B’ = {e], €}, e}}, se cautd de forma:

ell = C11€1, g(elaell) = 17
€5y = c12€1 + cxz€9, g(er,e5) =0, g(ez, e5) =1,
ej = cize; + ca3e +czze3, g(er,ey) =0, glez, e3) =0, g(ez,e3) =1
2 3
1 z 2
1 2 1 % I
CimG=1|2 1 1 |,rezulta: C=| 0 —= —=
1 1 3 3 I
0 0 —

2) Ay =5, Ay =26, Az = 80. Baza B’ = {e], e}, e}, se cauta ca la punctul 1).

13

5 =2 =2 5 lg 210

CumG=| -2 6 0 |,rezulta: C=| 0 — —
2 0 4 . 2% #H

40
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3) Deoarece Ay = 0, efectuam schimbarea de baze: €] = e, €, = ey, €; = e,
e) = ey. In baza B avem: Ay =1, Ay = -3, Az =—1, Ay =4.

1
1 -1 1 -1 i
-1 :2 0 : 0 % 1 le
Cum G’ = L 01 1l rezultd: C' = 3 2
0 0 3 1
-1 -1 1 1 0 0 0 _1
4

4.3.8 Utilizand metoda lui Jacobi sa se determine expresiile canonice ale urmatoa-
relor forme péatratice, date prin matricele lor in baza canonica:

1 1 0 1 1 0 —1 1 1
Ne=|1 -1 0|.22¢=10 1|.3yc=] 1 -1 1
0 0 1 0 1 1 1 1 -1
4.3.9 Se da forma patratica b : R® — R, a cérei matrice in baza canonica din R?
este
5 —2 =2
G=| -2 6 0
—2 0 4

Sa se gaseasca matricea G’ a formei patratice h intr-o baza B’ din R? formata din

vectori proprii ai transformarii liniare 7 : R?® — R3, a carei matrice in baza canonica
din R3? este A = G.

R: Ecuatia caracteristicd este A3 —15\2 466\ —80 = 0, iar valorile proprii: A\; = 2,
A2 =5, A3 = 8. Deci, de exemplu, B’ = {e], e}, e}, in care:

e/l = (271’2)7 e/2 = (1727_2)a eé’, = (_2a271)~

In aceasta baza

2 1 2 5 —2 =2 2 1 -2 18 0 0
G = 1 2 -2 -2 6 0 1 2 2 =10 45 0
-2 2 1 —2 0 4 2 -2 1 0 0 72

4.4 Forme patratice reale

4.4.1 Sa se determine rangul r, indicii de inertie p si g si sd se precizeze natura
formelor patratice:

1) h(x) = 23 + 223 + 2xo23 + 23.

2) h(x) = 22 + 223 + 22173 + 23

3) h(x) = Tz? + 723 + 1023 — 22129 — 42173 + 42273,
4) h(x) = 23 + 23 + 2% — dr129 — 42173 — 42273,

R: 1) h(x) = 22 + 22 4 (22 + 23)°, r = 3, p = 3, ¢ = 0, pozitiv definiti.

h(x) = (z1 + 23)° + 222, r =2, p = 2, ¢ = 0, pozitiv semidefinita.

A1 =7>0,A2=48>0,A3=432>0,r =3, p=3, g =0, pozitiv definita.
Ay =1, Ay =-3, A3 =-27,r=3, p=2, ¢ = 1, nedefinita.
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4.4.2 Sa se determine rangul r, indicii de inertie p si g si s& se precizeze natura
formelor patratice:

1) h(x) = 23 + 23 + 23 + 523 + dw122 + 22103 + 42174 + 42073 + 8T274 + 4T374.
2) h(x) = 22 + 22 + 22 + 23 + 2120 + 2173 + D174 + T2T3 + ToT4 + T3T4.
3) h(x) = 22 + 23 + 2% — 223 — 22120 + 221705 — 22114 + 27973 — dT27y.

R: Avem:

1) h(x) = (w1 + 223 + 23 + 224)* — 323 + 27,

cur =3, p=2, q¢=1, nedefinita.

1 1 1 4 (3 1 1 \?
2) h(X) = (561 —+ 5’1}2 —+ 53]3 + 51’4)2 —+ g (4%2 —+ 1303 —+ 41’4) —+

FENEIE U
2\37% g™ g

cur=p=4, ¢ =0, pozitiv definita.
2 1 2, 1 2
3) h(x) = (x1 — 22 + 23 — x4)” — g(—3x4 —3xy +x3)* + 5(3:102 + x3)%,
cur =3, p=2, ¢g=1, nedefinita.

4.4.3 Se considera forma patratica h : R™ — R, definita prin:
n
h(x) = Z GijTit;, Vx=(x1,22,...,2,) € R"
Q=1
n care g;; = ff fi(t)f;(t)dt, i,5 = 1,n, cu f; functii continue si liniar independente

pe [a,b]. S& se arate ca h este pozitiv definita.

n
R: Fie B’ 0 baz in care h are expresia canonica h(x) = > g},(z})?. Daci trecerea
=1

de la baza B la baza B’ se face prin € = e C, deoarece G’ = 'C G C, avem

n n n n b
9y = chiegijcjl = ZZCM : / fi@)f5(t) dt - cjo =

i=1 j=1 i=1 j=1

b [ n n
:/ (chfz‘(t)> Zcﬂfﬂ'(t) dt

n

sau, dacd notam f;(t) = > ¢ fi(t), gésim gj, = fj (flf(t))2 dt > 0, deoarece f; sunt
i=1

continue si liniar independente, deci neidentic nule pe [a, b].
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4.4.4 Sa se arate ca forma patratica h : R™ — R a carei matrice in baza canonica din
R" este G = YA A, in care A este o matrice patratica de ordinul n reald, nesingulari,
este pozitiv definita si reciproc, daca h este pozitiv definitd, atunci existda A € M,,(R),
nesingulard, a.i. G =*A A.

R: Avem: h(x) = 'XGX = 'X("AA)X = "(AX)(AX). Cum D(A) # 0,
putem efectua in R™ schimbarea de baze ¢ = eC cu C = A~!. Atunci X' = AX
este matricea coordonatelor vectorului x in baza B’ si deci

n

hix) ="X"- X' =3 (),

=1

de unde deducem ca h este pozitiv definita.

Reciproc, daca h este pozitiv definita, existd matricea C € M, (R), nesingulara,
a.i. in baza e = eC, h si aibi expresia normali, adici G’ = I,,. Cum G’ = CGC,
rezulti, ca !{C G C = I, sau G = ‘C~' C~!. Luand A = C~!, obtinem G =*A A.



CAPITOLUL 5

SPATII EUCLIDIENE

5.1 Spatiu euclidian. Produs scalar, norma, distan-
ta, unghi
5.1.1 Sa se arate ca in orice spatiu vectorial n-dimensional V| aplicatia
9(x,y) =z1y1 + T2y2 + -+ + TnYn,
pentru orice X = (1, Z2,...,2,), ¥ = (Y1,Y2,.--,Yn) € V este un produs scalar.

R: Aplicatia g este o forma biliniara simetricd a carei formé patratica asociata
este pozitiv definita.

5.1.2 S4 se verifice care dintre urmétoarele aplicatii g : R2 x R?2 — R este un produs
scalar pe R?:
1) g(x,y) = 2191 — 212 — Toy1 + 2220
2) g(x,y) = z1y1 + T1y2 + T2y1 — T2Yo.
3) g(x,y) = alyt + 23y3.

R: 1) g este simetricd si A; =1 > 0, Ay =1 > 0, deci forma patraticid h asociata
este pozitiv definitd. 2) Nu, deoarece g nu este pozitiv definitd. 3) Nu, deoarece nu
este o forma biliniara.

5.1.3 Se da forma biliniara g(x,y) = z1y2 + 2x2y1 + x2ys + 2x3y2. S& se verifice
dacd este un produs scalar pe R3.

R: Nu, deoarece nu este simetrica.
5.1.4 Se da forma biliniara reala
3
9(x,y) = 22191 + 3w2y2 + 4w3y3 — (T1y2 + 22y1) + 2(21y3 + 23Y1) — §(x2y3 + w3Y2).

1) S& se verifice c& este un produs scalar pe R?.
2) Si se giseascd o bazd In R3 in care forma patraticd asociati are expresia
normala.

49
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R: 1) G este simetricd. Forma pétraticd asociata este:
h(x) = 223 + 323 + 43 — 2105 + 4173 — w273,
1 2,5 1
dica h(x) = = (221 — 2x3)2 + = (=9 — —x3)?
adicd h(x) = 2 (201 — 22 +223)° + £ (02— 523)° + 35

5.1.5 Sa se determine un produs scalar pe R™ in raport cu care baza

23 si deci este pozitiv definita.

B ={e},e,,... e},
cu:
el =(0,1,1,...,1), e, = (1,0,1,...,1), ..., e, = (1,1,...,0), n > 1,
sa fie ortonormata.

R: Fie G matricea in baza canonica din R™ a formei biliniare care determina
produsul scalar ciautat. Daca C' este matricea de trecere de la baza canonica la baza
B, din g;; = g(e}, €;) = d;; avem: 'CGC = I, rezulta G =" C~'C~1,

2—n 1 1

0_1: e
n—1 .. ’

obtinem astfel:
3 —3n+n? -n
g(X7Y) = szyz 2 leyj
(n— 1 (n—
i#]
5.1.6 Sa se arate ca forma biliniara g : R™ x R™ — R definita prin:
- 1
y) =Y wiyi+ 3 > (@ + )
i=1 1<i<j<n

este un produs scalar pe R™.

k+1
2k

R: G este simetrica si Ay = >0, k=1,n.

5.1.7 In spatiul C|[a, b], al functiilor reale continue pe [a, b], se considera aplicatia

/f x)dx, Vf,g€ Cla,b].

1) S& se arate ci plicatia datd este un produs scalar pe Cla, b].

2) Sa se verifice inegalitatea
b b
< / f2(z) dx / g*(z)dx

x)dx
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R: 1) Evident, {f,g) = (g, f). Apoi

b
<f7f>=/ Ple)de>0si (f,f) = 0dd. f=0.

2) Se aplica inegalitatea lui Cauchy-Schwarz, sau direct din

/b (A f(x) +g(z))*dz >0, VA eR.

5.1.8 Fie g : M3 (R) x M3 (R) — R, definita prin g(A, B) = Tr (AB). Si se arate
ca:
1) g este un produs scalar.
2) (Tr (AB))? < Tr (A2?) - Tr (B2).

n

R: 1) Daca A = [aij], B = [bjk]y atunci Tr (AB) = Z a,-jbji §1 Tr (AB) =
ij=1
Tr (BA),
Tr A% = Z Q04 = Z a?j >05iTrA?2=0d.d. A=0.

ij=1 ij=1

2) Se aplica inegalitatea lui Cauchy-Schwarz.

5.1.9 In spatiul R, [X], al polinoamelor de grad cel mult n, se considerd aplicatia

(P,Q)=>_ arby,
k=0

pentru orice P(X) =ag+ a1 X + -+ ap X", Q(X) =by + 11 X + -+ - b, X".

1) Sa se arate ca este un produs scalar pe R,,[X].

2) Sa se determine unghiurile dintre perechile de polinoame: (P,Q), (P, R) din
R, [X], unde

P(X)=3—-4X +12X? Q(X) = —4+3X +2X? R(X)=4+12X +3X>2

3) In Ry[X] se dau polinoamele:

Pi(X)=1+42X +3X2, Py(X)=1+2X — X2,
Py(X) =5+2X +3X2 Py(X)=2+5X +3X2.

S& se gseascd un polinom P(X) € Ry[X] echidistant celor patru polinoame si si se
calculeze distanta de la P(X) la aceste polinoame.

R: 2) cos(P,Q) =0, cos(P, R) = 0. 3) Din:
d(P,P)=d(Py,P)=d(Ps5,P)=d(Py,P)

se obtine P(X) =3+ 3X + X2, d = 3.
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1.
5.1.10 Si se arate ci polinoamele E;(X) = f'Xl, i = 0, n, formeaza o baza ortonor-
il

mata in raport cu produsul scalar

(P.Q) =) (i) aib:
i=0
pentru orice P(X) =ap+ a1 X +---a, X", Q(X)=by + b1 X +---b,X"™ din R, [X].

5.1.11 Sa se arate ca in orice spatiu enclidian, avem:

1) Dacdu L (v+w)siv Ll (w—u),atunciw L (u+v).

2) JJull = |[vl] d.d. (u+v) L (u—v).

3) Daca [|u]| = ||v]| = 1, atunci egalitatea |jau+ (1 — a) v|| =1 arelocd.d. « =0
sau o = 1.

R:l)u-(v+w)=0siv:-(w—u)=0, implicd w- (u+v).

2) [Jull = [[v]| d.d. (u+v)- (u—v) = 0.

3) Egalitatea ||au + (1 — @) v|| = 1 este echivalentd cu a (o —1) (2 —u-v) =0,
culu-v|<1.

5.1.12 S& se arate ca in orice spatiu enclidian, urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

() w v =0, (@) [Jut+ vl =[la=vl|, (@) |[u+v][?=[[ul*+[v|

5.1.13 Sa se calculeze unghiul si distanta dintre vectorii u = (1,—-2,3), v = (0, 3,2)
din R3.

R: cos(u,v) =0, d(u,v) = 3/3.

1 1
5.1.14 Se dau vectorii u; = 5(27 1,2), uy = 5(1,2, —2). S& se arate c& sistemul

{uy,u,} este ortonormat si s& se completeze pana la o bazd ortonormata in R3.

1
R: u - ug = O, Hu1|| = HUQH = 1, us = i§(2’—27_1)

5.2 DBaze ortonormate

5.2.1 Aplicand procedeul lui Gram-Schmidt sa se ortonormeze baza
B={ej,es e3 e} CR?

unde

e1 = (1,1,0,0), e = (2,0,1,1), es = (0,0,1,—1), ey = (1,—1,—1,1).
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1
R: Se obt;ine: )\12 = 1, )\13 = )\23 = 0, )\14 = 0, )\24 = 5, )\34 = -1 §i deci baza
ortonormata:

I
e] =

1 1
5(17170,0), e = 5(1,-1,11),

1 1
ey = —2(0,0, 1,-1), e} = 5(17 —-1,—-1,-1).

5.2.2 Utilizand procedeul lui Gram-Schmidt, sa se ortonormeze baza

B={e, e e3} CR?,

unde:
1)e; =(2,1,2), ex=(3,3,0), e; =(1,-1,-5).
2) e = (1,0,0), ey = (O7 1,—1), e3 = (1, 1, 1).
3) e = (0,0, 1), €y = (O, 1,1)7 e3 = (17 1, 1)
/ 1 / 1 ! 1
R:1) €] = 5(27172), e, = 5(1,2, —2), €5 = 5(27—2, —1).
1 1
2) e, =(1,0,0), e, =—(0,1,—-1), e, = —(0,1,1).
) 1 ( ) 2 \/5( ) 3 \/5( )

5.2.3 Utilizand procedeul lui Gram-Schmidt, sa se ortonormeze baza

B= {91,92793794} C R47

unde:
e; =(0,1,1,0), e =(0,4,0,1), e3 =(1,-1,1,0), eq = (1,3,0,1).
R: Se obtine:
e = \%(O,l, 1,0), e}, = %(0,2, -2,1),
e = — (0, -1,1,4), &, = ——(2,1,1,4).
3V11 V22

5.2.4 Fie R, [X] spatiul euclidian al polinoamelor definite pe intervalul [—1, 1], dotat
cu produsul scalar

1
P.Q)= [ PLOQXY)dx
—1
si baza B={1,X, X2 ..., X"}. Se cere:

1) S& se calculeze normele vectorilor bazei B.

2) Sa se calculeze unghiul dintre doi vectori ai bazei 5.

3) Utilizand procedeul lui Gram-Schmidt, si se ortonormeze baza B.
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R: 1) Deoarece || P|| = /(P, P) = 1/f P2(X)dX, rezulta

1X*]| = \/ X%d
H—J

2) (X1, X7) = [' XiTidxX =

, k=0,n.

+ J + 1
3) Fie Ei(X) = X*. Se determina mai intai sistemul ortogonal

Sn+1 = {Fkuk = 077}7

cu:
k-1
F, E
F,=FE, — Z)\ijj, unde \;p = <||F||]2€>’ i=0,k—1
=0 ‘
2 1 3 3
FhX)=1 (X)=X, Fh(X)=X"*— 3 F(X)=X" - 5X,

Se verificd prin inductie cd Fj sunt (polinoamele lui Legendre) date de

k! db
(2k)! da®

2 2 /2 2 /2
Ou 1Rl = V3, 150 = 2 15l = 22 i = 22

5.2.5 Fie R3 dotat cu produsul scalar

3
1
= E 1 Ty; + > 5 (w3y; + 259i).
i

1<i<j<3

Fr(X) = (X2 -1, k=0,n.

Utilizdnd procedeul lui Gram-Schmidt, si se ortonormeze baza B = {e;, es,e3} din
R?3, unde
e; =(1,0,0), e = (0,1,0), e; = (0,0,1).

1 1
R: Se obtine: €} =(1,0,0), €] = (—1,2,0), €} = §(_2’ 1,3).

V3
5.3 Transformari liniare ortogonale

5.3.1 Si se arate ci transformérile liniare 7 : R?® — R?2, definite in baza canonica
din R? prin:

T(e1) = = (2e1 + 2e5 — e3), T (e1)
1) § T(e2) = (261 —ex+2e3), 2)q T(e)

(—3eq + Gey + 2e3)

(—2e; — 3ey + Ges)

1
f
{

? (661 —+ 262 —+ 363) ,

T(eg) = g (761 —+ 262 + 263) y T(eg)

sunt ortogonale gi sa se determine inversele lor.
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R:l)tA-AZ% 2 —1 2 2 —1 2| =1y A1 =tA= A deci
T-'=T.

T

2)tPA-A=15, A7 ="A Deci: { T (

T

€] (—361 — 262 + 663) s
eg> = (661 — 3ey + 263) s
€3

= (281 + 662 + 363) .

v
Il
~ =

5.3.2 Si se arate ci transformarea liniard T : R* — R?, y = T'(x), definitd prin:

x1 + o + 23 + 24),
3x1 — bxo + x5 + x4),

31‘1 + To — 5173 + 1‘4),

|| O |

y1 =5 (
Y2 = —(
ys = = (
ys = = (3x1 + 22 + 23 — Hx4),
este ortogonala gi sa se determine inversa sa.

R:*A-A=1I;, A7l =A deci T ! =T.

5.3.3 Si se arate ci transformarea liniard T : R® — R3, y = T'(x), definita prin

1 1
Y1 =11, Y2 = §($2\/§+$3)» Yz = 5(962 — 23V/3)
este ortogonala gi sa se determine inversa sa.

R:iA-A=1I3, A = A, deci T~ =T.

5.4 Transformari liniare simetrice

5.4.1 Se dau transformarile liniare T : R® — R?, y = T'(x), definite prin:

1
Y1 = 7(2.131 —|—$2—|—.133), Y1 :‘?ll’
1) o= 2(ar + 20 +a3), 2){ V2= 5(@2V3+w),
ys = §(x1+x2+2x3), Y3 = §(I2—I3\/§).
Sa se arate ca sunt simetrice, sa se gaseasca valorile sale proprii i vectorii proprii

corespunzitori si si se giseascd baze ortonormate in R? in care matricele trans-
formarilor T au forma diagonala.
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1
727

N =

9 1
R: 1) Ecuatia caracteristicd: A3 — 3)\? + 1)\ -5 = 0, valorile proprii: 2,
vectorii proprii: (1,1,1), (—1,1,0), (—1,0, 1), baza ortonormata:

1 1 1
%(1,1,1), E(—1,1,0), %(—1,—1,2).

2) Ecuatia caracteristica: (A — 1)2 (A+ 1) = 0, valorile proprii: 1, 1, —1, vectorii

proprii: (1,0,0), (0,24 +/3,1), (0,1, -2 —+/3), cu norma /8 + 4v/3 = V6 + v/2.

5.4.2 Si se giseasci o bazi ortonormata in R* in care matricea transformarii liniare
T :R* —» R*, definits in baza canonica prin

T(el) = ey — 3es, T(eg) =e| — 364,T(e3) = —3e; + e4,T(e4) = —3ey + €3
sa aiba forma diagonala.
R: Ecuatia caracteristica: A\* — 202 4 64 = 0, valorile proprii: —4, 2, —2, 4, baza
ortonormata:
1 1 1 1
-(1,-1,1,-1), =(-1,1,1,-1), =(1,1,1,1), =(-1,—-1,1,1).
2 ( ) ) ) )7 2 ( b ) ) )7 2 ( ) ) b )7 2 ( ) ) b )

5.4.3 Se di transformarea liniard 7' : R* — R* a ciirei matrice in baza canonics din
R? este
5 —1 1 -1
1] -1 5 —1 1

A=71 1 1 s 1
-1 1 -1 5
sl matricea
1 1 1 1
1{1 1 -1 -1
=311 -1 1 1
1 -1 1 -1

Sa se arate ci matricea C este ortogonald si s se verifice cd matricea A’ a transformarii
T in baza B’, obtinutd din baza B prin schimbarea de baze € = eC are forma
diagonala.

R: Avem ca!C- C=1,51 A =CtAC='CAC = diag(1,1,1,2).

5.4.4 Fie T : R* — R*, transformarea liniara simetrici a cdrei matrice in baza
canonici din R* este

11 1 1
1 1 -1 -1
A=19 1 4 1
1 -1 1 -1

Sa se determine valorile proprii, subspatiile proprii si o baza ortonormata in care
matricea transformarii 7" sa fie diagonala.
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R: Ecuatia caracteristica este (A2 —4)2 = 0, deci A\ =2, cu m; = 2 §i Ay = —2,
cu myg = 2.
O baza in S(\;) este formata din vectorii proprii

fl = (15 17070)?f2 = (2,0, 1) 1)

Din aceasta baza, prin procedeul de ortonormare a lui Gram-Schmidt, se obtine baza
ortonormatd B(\;) = {e],e,}, unde
1

V2

O baza in S(A2) este formata din vectorii proprii

r_
e} =

1
(1,1,0,0), ) = 5(1,~1,1,1).

fs = (0,0,1,-1),f, = (1,—1,—-1,-1).
Din aceasta bazd obtinem, prin ortonormare, baza B(A2) = {e}, €}, unde
1
V2

In raport cu baza ortonormata B’ = {e], €}, €}, €} }, matricea transformarii liniare
T are forma diagonald A’ = diag{2,2, -2, —2}.

1
e = (0,0,1,—1), €}, = 5(1,—1,—1,—1).

5.4.5 Fie T : R™ — R" o transformare liniara. Transformarea liniara
€T . Rn N Rn,

definita prin:
r_ . 1 L oo Lo
e :Z‘i’*T‘i’*T _|_._|_iT _|_...
1! 2! n!
se numeste exponentiala transformarii 7.
Sa se calculeze e pentru transformarile liniare simetrice T : R® — R? ale caror
matrice in baza canonica din R? sunt:

3 -1 1 0 1 1
A= -1 5 -1 |.2)A=|1 0 1
1 -1 3 110
R: Se constatd imediat ci daci T (e) = e - A, atunci e7(®) = e - e, in care:

1 1 1
eA=I,+—-A+—-A+ A"+ ...
1! 2! n!
Daca in baza ortonormata B’ matricea transformarii T' are forma diagonala

M 0 -0 e 0 .- 0
A = '0. )\2 , atunci e’ =

0 0 - A 0 0 ...
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sied =C et - C1, C fiind matricea de trecere de la baza B la baza B
1) Ecuatia caracteristica este A3 — 11A\% + 36\ — 36 = 0, cu valorile proprii: 2, 3,
6. In baza ortonormata B’ = {e], e}, e} }, unde:

1 1
e = ﬁ(—el—keg), e, = ﬁ(el—keg—i-eg), e = %(el —2e3+e3),
2 00 e2 0 0
matricea transformarii 7 este A’ = | 0 3 0 |si deci e? = 0 e 0. In
0 0 6 0 0 ¢

concluzie:
32 +2e3 + b 2e3 — 28 —3e2 4 2¢3 + €6
et = 2¢3 — 2e8  2¢3 + 466 23 — 2¢8
—3e2 4+ 2¢3 + 8 2e3 — 268 3e? + 2e% + ¢
5.5 Forme patratice pe spatii euclidiene

5.5.1 Sa se aduca la expresia canonica, printr-o schimbare ortogonala de baze, forma
patratica h : R® — R, care in baza canonici din R? are expresia

h(x) = 222 + 23 — 4x129 — 42073.

R: Matricea formei pétratice h in baza canonici din R> este

2 -2 0
G=| -2 1 -2
0 -2 0
Asociem formei patratice h transformarea liniara simetrica 7' : R? — R3, prin h(x) =
x - T(x). Ecuatia caracteristica este A> — 3\% — 6\ + 8 = 0, cu ridacinile \; = —2,
Ao =4, A3 = 1. Vectorii proprii corespunzatori
1 1 1
e = 5(1,2,2), e, = 5(2,72, 1), e} = 5(2, 1,-2).

In baza ortonormatd B’ = {e}, e}, e5} forma pétratica h are expresia canonici
h(x) = =2(21)? + 4(a5)* + (a5)*.

5.5.2 Sa se aduca la expresia canonica, printr-o schimbare ortogonald de baze, for-
mele patratice h: R? — R, definite prin:

1) h(x) = 23 + 223 + 2x123 + 23.
2) h(x) = T2% + 723 + 1023 — 221209 — 47123 + 47273.
3) h(x) = 22 + 23 + 2% — 4179 — 47173 — 47073,

R: 1) Ecuatia caracteristicd este: A (A —2)® = 0, iar baza ortonormati B’ =
{€], e}, e5}, cu:

!/ ]‘ !/ / ]‘
e, = —(—1,0,1), €, = (0,1,0), e, = —(1,0,1).
1 \/5( ) 2 ( ) 3 ﬁ( )
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Expresia canonica fiind: h(x) = 2 ((mé)/ + (xg)Q)
2) Ecuatia caracteristicd este: A% — 24)\? 4+ 180\ — 432 = 0, iar baza ortonormati

B' = {e}, e}, e}, cu:

1 1 1
elzi1713076/:717_13176I:7
1 ﬁ( ) 2 \/?:( ) 3 \/6
Expresia canonica fiind: h(x) =6 ((x'l)/ + (x'z)z) + 12 (25)°.
3) Ecuatia caracteristica este: A\ — 3A\2 — 9\ + 27 = 0, iar baza ortonormati
B' = {e}, e}, e}, cu:

(1,-1,-2).

1 1 1
e = —(~1,0,1), &) = —(—1,2,—1), e} = —(1,1,1).
1 \/5( ) € %( ) e = —=( )

Expresia canonica fiind: h(x) =3 ((:c'l)/ + (x'2)2> —3(x4)”.

5.5.3 Si se giseascd o bazi ortonormati in R? in care urmitoarele forme patratice
au expresia canonica:

1) h(X) = 2x129 + 2x173 + 22973.
2) h(x) = 3z% + 623 + 323 — dw129 — 87173 — 42273,
3) h(x) = 22% + 23 — dx179 — dx973.

R: 1) Ecuatia caracteristicd: A3 — 3\ — 2 = 0, valorile proprii: 2, —1, —1, vectorii
proprii: (1,1,1), (-1,0,1), (—1,1,0). Baza ortonormata:
1 1

1
\/3(1,1,1), E(—1,0,1), %(—1,2,—1).

2) Ecuatia caracteristica: A3 — 12A% + 21\ + 98 = 0, valorile proprii: —2, 7, 7,
1
vectorii proprii: (1, 3 1), (0,-2,1), (1,-2,0), baza ortonormata:
1 1

\/5(0, —2,1), ﬁ(5, —2,—4).

3) Ecuatia caracteristica: A3 —3A? — 6+ 8 = 0, valorile proprii: 1, —2, 4, vectorii
proprii: (2,1,-2), (1,2,2), (2,—2,1), baza ortonormata:

2,1
—(1,-,1
3(727 )7

1 1 1

-(2,1,-2), =(1,2,2), =(2,-2,1).

3 ( ) ) )7 3 ( ) ) )’ 3 ( ) ) )
5.5.4 Sa se giseascd o bazi ortonormats in R* in care urmitoarele forme patratice
au expresia canonica:

1) h(x) = 223 + 223 + 223 + 223 — 4129 + 22124 + 2w073 — 42374.
2) h(x) = 2z129 + 2w324.
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R: 1) Ecuatia caracteristici: A* — 8\3 + 142 4+ 8\ — 15 = 0, valorile proprii: 5, 1,
3, —1, vectorii proprii:

(1a_17_1a1)5 (1a17171)a (_1a15_171)a (_15_171a1)7

cu norma 2.

2) Ecuatia caracteristici: A* —2\? 4+ 1 = 0, valorile proprii: 1, 1, —1, —1, vectorii
proprii:

(17 17 Oa 0)5 (05 07 17 1)7 (—1a 15 07 0)7 (07 Oa _17 1)7
cu norma /2.
5.5.5 Fie L{(F) multimea transformérilor liniare simetrice pe E.
1) S& se cerceteze dacd Th,T5 € L§(FE) implicd Ty o Ty € Li(E).
Dacd T1,T; € L§(FE), sa se arate ca Ty o Ty + T o Ty € LE(E).

2)
3) Daca T € L5(F) si v-T(v) = 0, pentru orice v € F, si se demonstreze ci
T=0

R: 1) Daca Ty o Ty € L5(FE), atunci
(ThoTo)(u)-v=u-(T1 o T3)(v).
Dar cum T1,Ts € L{(E),
(ThoTo)(u)-v=T1(Ta(u))-v=Ta(u) - Ty (v) =u-To(T1(v)) =u- (Tr o T1)(v),

deci va trebui s avem u- (T7 0 T3)(v) = u- (Ta 0o T1)(v), pentru orice u,v € E, adica
Ty 0Ty, =T5 0Ty, ceea ce, In general, nu este adevarat.
2) Se arata ca

[(TyoTs) + (TeoT)](u) - v=u-[(TyLoTs) + (T2 o T1)](v).

3) Din (u+v)T(u+v) = 0, pentru orice u,v € E gi simetria lui T, rezulta
u-T(v) = 0, pentru orice u € F, de unde T(v) = 0, pentru orice v € E, adica
T=0.



CAPITOLUL 6

ALGEBRA VECTORIALA

6.1 Notiunea de vector liber. Operatii cu vectori

6.1.1 Fie triunghiul OAB construit pe reprezentantii prin punctul O ai vectorilor
— —

u = OA si v = OB ca laturi. S& se exprime cea de-a treia latura si medianele

triunghiului in functie de u si v.

6.1.2 In hexagonul regulat ABCDEF se da AB = u, BC = v. Si se exprime in
functie de u si v celelalte laturi gi diagonalele hexagonului.

6.1.3 Fie tetraedrul OABC' construit pe reprezentantii prin punctul O ai vectorilor
u = O—/l, v = O—B> siw = O—C: ca muchii. Sa se exprime in functie de u, v si w,
celelalte muchii ale tetraedrului, mediana CM a fetei ABC si vectorul O—C:*, unde G
este centrul de greutate al fetei ABC.

.o - - - .. .
6.1.4 Pe vectorii AB = u, AD = v, AA’ = w, ca muchii, se construieste para-
lelipipedul ABCDA'B'C'D’. Sa se exprime in functie de u, v, w celelalte muchii,
diagonalele fetelor si diagonalele paralelipipedului.

6.1.5 Se da piramida VABCD, in care baza ABCD este un paralelogram si fie O
intersectia diagonalelor acestuia. Sa se arate ca

— — — — —
VA+VB+VC+VD=4VO.

— — = —
6.1.6 Fie punctele O, A, B necoliniare, a # 0 si OA’ = aOA si OB’ = aOB. Si se
— —
arate ci A’B’ = aAB.

— —
R: Din ||OA'|| = |a| [|OB|| rezulta ca triunghiurile OAB si
— —_—
OA'B’ sunt asemenea gi deci ||A’B’|| = |a] HABH si A’B’ || AB. Daci a >0 0, cei d01

vectori au acelasi sens, iar daca a < 0 au sensuri contrare. In concluzie A’ B' = aAB
(omotetie).

6.1.7 Sa se arate ca oricare ar fi a € R si vectorii u,v € V: a(u+v) = au+ av.

61
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R: Daca a este egal cu zero sau daca cel putin unul din vectorii u sau v este
vectorul nul, egalitatea este evidentd. Analizim in continuare cazul cand a # 0,
u#0,v#0.

. . . - = . . ==
Din punctul arbitrar A construim vectorul AB = u, iar din B, vectorul BC = v.
—

Dupa regula triunghiului AC = u+v. Fie A, B’, C’ imaginile punctelor A, B, C prin
. . . ) - = =~ ==
omotetia de centru O si raport a. Atunci: A’B’ = aAB = au, B'C' = aBC = av,

—_— —
A'C"' =aAC =a(u+v). Dar A’/C' = A’B’+ B’C’, de unde a(u+ v) = au + av.

6.1.8 Sa se arate ca oricare ar fi a,b € R gi vectorul u € V: (a4 b)u = au + bu.

R: Daca cel putin unul din numerele a sau b este egal cu zero sau a + b = 0 sau
daca u este vectorul nul, egalitatea este evidentd. Analizdm in continuare cazul cand
a#0,b#0,u#0.

Sunt posibile doua cazuri: ab > 0 sau ab < 0.

a). Daca ab > 0, din punctul arbitrar A construim vectorii coliniari, avand acelasi

— L= L= — —
sens, AB = au si BC' = bu. Deci, ||AC|| = ||AB|| + ||BC|| = |a||[u]| + [b]|Ju]| =
—_—
|a + b ||ul|. Vectorii AC' si u au acelasi sens daca a, b > 0 si sensuri opuse daca a,
e . — — —-—
b < 0. In concluzie AC = (a + b)u. Pe de altd parte, AC = AB + BC, de unde
(a+b)ju=au+bu.

b). Daca ab < 0, sau a + b = 0 si atunci (a +b)u = 0, au+bu = au+ (—a)u =0,
sau a+b # 0 gi cum a si b au semne contrare, —a si a+b sau —b i a+b au acelagi semn.
Fie —a si a + b de acelasi semn. Atunci (—a)u+ (a + b)u = ((—a) + (a + b))u = bu,
de unde (a + b)u = au + bu.

6.2 Vectori coliniari si vectori coplanari. Baze

6.2.1 Fie u,v,w trei vectori necoplanari. Sa se cerceteze daca vectorii:

1)u 2u-v-w,vV=-ut+2v—-w, w = —u—v+2w.
2)u’ = w,vV=u-v-w, w=u-v+w.

Ju = ut+v+w, vV=vi+w, w=-utw.

Hu' = u+2v+3w, vV =2u+3v+4w, w =3u+4v +5w.

sunt coplanari si in caz afirmativ sa se gaseasca relatia dintre ei.

R: 1) r = 2, coplanari gi: u'+v'+w’ =0, 2) r = 2, coplanari gi: 2u’'+v' —w’ =0,
3) r = 3, necoplanari. 4) r = 2, coplanari gi: v’ —2v' +w’ = 0.

6.2.2 Se dau vectorii: u = ey +4es+6e3, v =e; + ey +3e3, w = Ae; +4e; + bes.
Sa se determine A € R a.l. vectorii sa fie coplanari si in acest caz sa se descompuna
vectorul u dupa vectorii v gi w.

6.2.3 Sa se descompuna vectorul u = e; + e3 + es dupa vectorii necoplanari

e =e; +ey—2e3, e, =e; — ey, e; =2e; — 3e;.
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R: det C =2, u = 4e} — 3e}, — 3e}.
6.2.4 Fie B = {e1,ez,e3} 0 bazd in V. Si se giiseasca relatia liniard dintre vectorii

1 1
u; =e; —extes, 1122624—563, us =e; + eg, U4:e2—§e3.

R:r=3,u; —u3+2uy =0.

6.3 Proiectia unui vector. Produsul scalar

6.3.1 Fie u un vector nenul. S& se arate ca pentru orice vectori vy, vo, Vv §i orice
numar real a, au loc egalitatile:

1) pr,(v,+v2) = pr, vi+pr,va, pry(av) = apr,v;

2) mrpr,(vi + vo) = mrpr, vy + mrpr,ve, mrpr, (av) = amrpr,v.

. — -— . — o . N
R: 1) Fie vi = OA;, vo = A1 Ag 51 v +vo = OAs. Dacdl A] si AL sunt proiectiile

ortogonale ale punctelor A; gi Az pe dreapta D, atunci pr,v; = OA}, pr,,va = A} A},

pr,(vi + vo) = OA). Dar OA] + A} AL, = OAS, de unde prima egalitate. Fie apoi
— — —
v = 0A, av = aOA = OB si A’, B’ proiectiile ortogonale ale punctelor A si B pe
— —
dreapta D. Atunci pr,v = OA’, pr,(av) = OB’. Dar AOAA' ~ AOBB’ si deci
— —
OB’ = a0OA’, de unde a doua egalitate.
u
2) Se tine seama de faptul c¢i pr,v = (mrpr ,v)ug, unde ug = Tl
u
6.3.2 Sa se arate ca oricare ar fi vectorii u,v,,vy € V: u- (v;+va) =u-v,4+u-vs.
R: Tinand seama de exercitiul precedent, avem

w- (vi +v2) = |[ul| mrpr , (vi + va) = [[ul| (mrpr,vy + mrpr,vs) = u-vi +u-va.

6.3.3 Fie u,v €V. Sa se arate ca:
Djju+v]|=]u—-v| dd ulwv;

2) [lu+v|| = [|lu]| +||v|| d.d. u si v sunt coliniari si au acelasi sens;

3) [lu+v|| =[]|lu]| = ||v]]| d.d. u si v sunt coliniari si au sensuri opuse;
4) |lu = v|| = |[u]| + ||v]| d.d. u si v sunt coliniari si au sensuri opuse;
5) Notand |ju — v|| = a, ||u]| = b, ||v|]| = csi A= (u,V), sa se arate ci

a® = b? + ¢* — 2bccos A.
R: Egalitatitile sunt echivalente cu: 1) u-v =0, 2) cosa =1, 3) gi 4) cosa = —1.
6.3.4 Si se stabileascd vectorial formula: cos(a — 3) = cos v cos 8 + sin asin 3.

R: Considerand cercul trigonometric si doi vectori O—A si O—B> care fac unghiurile
—_— = — —
a gi B cu axa Oz, avem OA - OB = cos(a — ) si OA = icosa + jsina, OB =
icos 3+ jsinS.
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6.3.5 Sa se calculeze:
1) Lungimea vectorului u = 9i — 2j + 6k.
2) Unghiul « dintre vectorii: u = 3i + 2j, v =1+ 5j.
R: 1) [[u| =11 2) a = %.

6.3.6 Doua forte F; si F au acelasgi punct de aplicatie, fac intre ele un unghi de

120° si au marimile ||F1|| = 6, ||F2|| = 4. S& se giseascd mérimea fortei rezultante
R=F; +F,.

R: ||R|| = 2V7.
6.3.7 Sa se arate ca vectorii u = 2i — 6j, v =1+ 7j, w = —3i — j formeaza laturile

unui triunghi si sa se determine unghiurile acestui triunghi.

2 1
R:u+v+w:0,A:g,B:arccos— C = arccos —.

V5 V5
6.3.8 Sa se arate ca vectorii u = (a-v)b — (b-v)a gi v sunt ortogonali.
R:u-v=0.

6.3.9 Daci a+ b +c¢ = 3i—j+ 5k si [|la|]| = ||b]| = ||c|| = 3, sd se calculeze
a-b+b-c+c-a.
R: Se foloseste identitatea:
(a+b+c)’=lal|?+|b|*+|lc/*+2(@a b+b-ctc-a).

Se obtinea-b+b-c+c-a=4.

— 2
6.3.10 Stiind ca ||a|]| = 2, ||b|| = 5 si (a,b) = ?ﬂ-, sa se determine A € R al.
vectorii u = Aa+ 17b si v = 3a — b sa fie ortogonali.

R: Din u-v = 0, rezulta A = 40.

—

; (b,c) =

— m

6.3.11 Stiind c& |ja]| = 1, ||b]| = 2, ||c|| = 3, si (a,b) = (ca) =7,

sa se calculeze lungimea vectorului u = a — b + 2c.

R: |[ul| = \/(a—b+2c)® = V29 — 2¢/3 + 6v/2.

6.3.12 Ce unghi formeaza intre ei vectorii unitari a si b, daca vectorii u = a + 2b
si v = ba — 4b sunt ortogonali.

T
3

S

R: Din u- v = 0, rezulta (ﬁ)) = g
6.3.13 Se dau vectorii: a = 2i+j — 3k, b =i+ 2j + 5k. Sa se gaseasca un vector x
perpendicular pe i si care indeplinegte conditiile: a-x = —5, b-x = 12.
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1 3
6.3.14 Fie up = §i—|— %J §i v = 2i — 2/3j + 3k. Si se arate ca ||[ug|| = 1 si sa se

calculeze mrpr ,, v si unghiurile pe care versorul ug le face cu i, j, k.

0 T 0
R: = . = —]_ = — = — = —,
mrpr,, v =ug-Vv , o 3,ﬂ 6,7 5

6.3.15 Sa se arate ca produsul scalar a doi vectori nu se modifica daca la unul din
vectori se adauga un vector perpendicular pe celalalt.

6.4 Produsul vectorial

. . . v — . - .
6.4.1 Fie ug un vector unitar §i v 1 ug. Dacd OAg = ug si OB = v, atunci vectorul
—
uy x v = OB’ se obtine printr-o rotatie a vectorului v in jurul dreptei orientate O A
in sens direct de unghi egal cu 5"

—
R: Deoarece, ||ug x v|| = ||v|| si din v L ug si ug x v L ug, rezultd ca vectorii OB
—
si OB’ sunt situati intr-un plan perpendicular pe dreapta OAg, iar din ug X v L v,
— T
rezultd ca (v,ug X v) = 5 Rotatia este in sens direct deoarece baza {ug, v,ug X v}

este orientata pozitiv.
6.4.2 Oricare ar fi vectorii u si v si pentru orice a € R, are loc egalitatea:
uxv=ux (v+au).

R: Daca u gi v sunt coliniari, egalitatea este evidenta. Daca u si v sunt necoliniari,
. . . .. - -
construim din punctul arbitrar O, vectorii OA = u, OA’ = au, OB = v, OB’ =
VvV + au.

au

Fig. 6.1: Proprietatile produsului vectorial
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Deoarece vectorii u, v i v 4+ au sunt coplanari, vectorii u X v gi u x (v 4+ au)
S
sunt coliniari (filnd perpendiculari pe u si pe v). Pentru orice a, vectorii OB = v

si W = v + au sunt de aceeagi parte a dreptei OA, deci bazele {u,v,u x v}
si {u,v 4+ au,u x (v 4 au)} sunt la fel orientate. In fine paralelogramele OACB si
OAC' B’ au arii egale, adica vectorii uxv gi ux (v+au) au lungimi egale. Conchidem
ca cei doi vectori sunt egali.

6.4.3 Fie u un vector nenul, P un plan perpendicular pe u, si v un vector oarecare.
Atunci: u x v =u X prpv, adica, produsul vectorial nu se modifica daca unul dintre
vectori se inlocuiegte cu proiectia sa pe un plan perpendicular pe celalalt.

R: Daci u si v sunt coliniari, egalitatea este evidenta. Sa presupunem ci u si v

sunt necoliniari. Vectorii u, v gi v/ = prpv sunt coplanari, exista a € R a.i. v/ =

1
v +au. Intr-adevir, cum v/ -u = 0, urmeazi u- v+ au? = 0 si deci a = —W(u-v)
u

si din exercitiul precedent rezulta egalitatea propusa.
6.4.4 Si se arate ca oricare ar fi vectorii u,v,w € V:
ux (v+w)=uxv+4uxw.

R: Daca u = 0, proprietatea este imediata. Daca u # 0 si macar unul din vectorii
v, w, v+ w este coliniar cu u, folosind exercitiul precedent, proprietatea rezulta prin
calcul direct.

Presupunem ca u # 0 §i ca nici unul dintre vectorii v, w, v + w nu este este
coliniar cu u. Fie P un plan perpendicular pe u si fie v/ = prpv, w' = prpw. Cum
prp(v+w) =v +w, egalitatea de demonstrat este echivalentd cu: u x (v/ +w’) =

1
[[ull

u X v +uxw, in care insd v/ L u, w L u. Vectorul u fiind nenul, fie ug = u,

adicad u = ||u||ug. Atunci egalitatea de demonstrat este echivalentd cu
ug X (v +w)=ugx v +ug xw'.

Este deci suficient sa stabilim aceasta egalitate.
—

Din punctul arbitrar O al spatiului construim vectorii OAg = uy, OB = v/,
— —
OC=w,0D=v+w.

.. -~ v - . . .

Vectorii OB’ = ugxv’, OC" = ugxw', OD" = ugx (v'+w’) se obtin, respectiv, din
vectorii v/, w/, v/ +w’ prin rotatii de unghi egal cu 5 in sens direct, in jurul dreptei
OAp. Cum OBDC este un paralelogram, rezulta ca patrulaterul OB’ D'C’ este tot
un paralelogram, obtinut din primul prin rotatia de unghi 5 deci OD' = OB’ +0C",
adica are loc egalitatea ceruta.
6.4.5 (Identitatea lui Lagrange) Sa se arate cd oricare ar fi vectorii u,v € V, are loc
relatia:

(uxv)?=u*v? - (u-v)%

6.4.6 Sa se calculeze produsul vectorial al vectorilor u = 2i — 3j+k, v = 3i+j.
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B/

Uop

Ao

Fig. 6.2: Distributivitatea produsului vectorial

6.4.7 Sa se determine «, a.i. vectorii u = ai+ 5j, v = 3i — j sa fie coliniari.
R:uxv=0,a=-15.
6.4.8 Sa se arate ca daca vectorii a, b, c satisfac conditia a + b 4+ ¢ = 0, atunci:
axb=bxc=cxa.
6.4.9 Sa se arate ca vectorii: a X u, a X v, a X w sunt coplanari.
R: Toti trei sunt ortogonali pe a.

6.4.10 Sa se calculeze aria paralelogramului construit pe vectorii: u = 2i + 3j,
v =1i—4j ca laturi.

R: A=11.

6.4.11 Sa se calculeze aria paralelogramului construit pe vectorii a si b ca laturi,
daca:

COS2 v

S v

k.

a= —isinusinv + jcosusinv, b =1icosucosv + jsinucosv +

R: A= |cosu|.

6.4.12 Sa se calculeze aria triunghiului construit pe vectorii u = a+2b, v=a—3b
— s
ca laturi, dacd ||al| =5, ||b|]| =3 i (a,b) = c

6.4.13 Sa se calculeze lungimea vectorului w = u x v, gtiind ca: u = 3i + 4j + 5k,
v =1+ 6j+ 4k.
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6.5 Produsul mixt. Dublul produs vectorial

6.5.1 Sa se calculeze produsul mixt al vectorilor u =i+ j+k, v = 2i +j — k,
w=j+k.

R: (u,v,w) =2.

6.5.2 Vectorul u este perpendicular pe vectorii v si w, iar unghiul dintre v si w este
%. Stiind ca ||u]| = 2, ||v]| =1, ||w|| = 2, s& se calculeze (u,v,w).

6.5.3 Sa se calculeze volumul paralelipipedului construit pe vectorii u, v, w ca
muchii, unde:

Du=i-3j+k, v=2i+j-3k, w=i+2j+k
2)u=a—2b+c¢, v=3a+5b—4c, w=2a+ 7b — 3c,

stiind c& ||a|| = 3, ||b]| = V2, |[c|]| = 1, si (lg,\c) = %, iar unghiul dintre vectorii a gi

b x c este %
3)u=3a+5b, v=a—2b, w=2a+T7b,

stiind ci [Ja]| = 3, |[b]| =5 i (a.b) = Z.

4)u=2a—b+c, v=a—-c,w=b+c,

—

stiind ci [Jal| = 1, |[bl| = 2, ||el| = 3 si: (a,b) = 7, (&€) = 3. (b.¢) =

2
R: 1)V =25, 2) (u,v,w) =22(a,b,c) = 11||a|| ||b x c|| V2 = 33% bl |ic|l =

33.3)V =0.

6.5.4 Sa se calculeze inaltimea paralelipipedului construit pe vectorii u = 2i+j —k,
v = 3i+ 2j + k, w = —j+2k ca muchii, ludnd ca baza paralelogramul construit pe
vectorii u gi v ca laturi.

Vo, . . .
R: h = 78 A= |luxv| = |3t —5j + k|| = v35, V = (u,v,w) = 7, deci
7
h = 5 V 35
6.5.5 Se dau vectorii: u=i+j+k, v=i—j, w=—i+j— 2k. Sa se calculeze:
1) Versorii vectorilor u, v, w.
2) Aria paralelogramului construit pe vectorii u si w ca laturi.
3) Volumul tetraedului construit pe vectorii u, v, w ca muchii.
4) Inaltimea paralelogramlui construit pe vectorii u gi w ca laturi.
5) Inaltimea paralipipedului construit pe vectorii u, v, w ca muchii.
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R: 1) L 1(w~+m 1('0 1('+‘2k)
: U =—u=—=(1+4] ,Vo=—=0101—]),Ww=—(-1+]— .
T RV RV NG
2) A=|luxw| = —3i+j+2k|| = V14
1 2 14 4
== =2 4) /=, =
3V 5 (u,v,w) 3 ) 3 5) h i

6.5.6 Fie u,v,w € V. Si se arate ca daci u X v+v Xxw+w x u=0, atunci
vectorii sunt coplanari.

R: (u,v,w) =0.
6.5.7 Sa se calculeze produsele: (u x v) x w gi u x (v x w) dacé:

Du=i+j—kv=2i-3j—kw=i+2j+3k.
2)u=2i+j—kv=3i+2j+kw=—j+2k

R:l) (uxv)xw="71+j—k), ux (vxw)=0. Rezulta cd produsul vectorial
nu este asociativ.

6.5.8 Se dau vectorii:

u=i+j+2k, v=2i—j+ 2k, w=i—-2j+k.
Sa se determine A a.i. vectorul u x (v x w) s& fie paralel cu planul Oxy.

Riux(vxw)=(1-2\)i+ (4 \+1)j— (A+1)k. Din [ux (vxw)]-k =0,
rezulta A = —1.

6.5.9 Sa se arate ca oricare ar fi vectorii u,v,w € V, are loc relatia
(uxv)xw+ (vxw)xu+(wxu)xv=0.

R: Avem: (uxv)xw=(u-w)v—(v-w)u. Permutind circular i adunéind,
obtinem relatia ceruta.

6.5.10 Sa se arate ca oricare ar fi vectorii u,v,w € V are loc relatia

(Uxv,vxw,wxu)=(u,v,w)

R: Notam a =u x v, b = v x w. Avem, succesiv:
(uxv,vxw,wxu)=(abwxu)=a-|[bx(wxu)]=

2
=a-[(b-uyw—(b-w)u] = (u,v,w)(a-w) = (u,v,w)
6.5.11 Fie e;,e,,e; € V trei vectori necoplanari.
1) S& se determine vectorii e}, e),e5 € V al. e} -e; = d;5, 1,5 = 1,2,3. Vectorii
e}, e}, e se numesc reciprocii vectorilor e, ey, €.
S& se arate cad e; X €] + ez x e, +e3 x e} =0.

2)
3) S& se arate ci (e; +e2 + e3) - (e] +e,+e5) =3.
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R: 1) Deoarece €} L es si €] L eg, rezulta ca €] = A(ez X e3), iar din €] -e; =1,

deducem ca A = —— . Deci:
(e17e27e3)
e,_ €9 X €3 e,_ €3 X e e,_ €1 X €
1 — y Y2 T » Y3 T .
(61762763) (el,ez,es) (61762793)

6.5.12 S& se determine vectorul x stiind cad x x a = b, daca:

1)a=2i—3j+2k, b=i—k.
2)a=3i+2j—k, b=i+j+5k.

6.5.13 S& se determine vectorul x stiind cd x x a = b si x - ¢ = m, daca:
Na=i—j,b=2i+2j+3k, c=—-i+j—2k, m=1.

2)a=2i+j—k b=i-2j, c=i—j, m=2.
3)a=i+j+k b=2i—4j+2k, c=i+j, m=3.



CAPITOLUL 7

SPATIUL PUNCTUAL
EUCLIDIAN

7.1 Spatiul punctual afin. Repere carteziene

7.1.1 Sa se arate ca oricare ar fi punctele My, My, ..., M,, n > 2, are loc relatia
(generalizarea relatiei lui Chasles):

—_—
MoMy + MMy + -+ My 1M, + M, My = 0.
R: Demonstratie prin inductie matematica.

7.1.2 Sa se arate ca d2(M17M2) = d2(M(),M1)+d2(MU, Mg) d.d. MoMl-MoMQ =0.

. e 4
R: MlMQ = MOM2 - MOM1 S1 d(Ml,M2> == HM1M2||

7.1.3 Fie My, My, My, M3 patru puncte si r; = OM;, i = 0,1,2,3, vectorii lor de
pozitie in raport cu un punct fix O. Sa se arate ca cele patru puncte sunt coplanare
d.d. exista numerele reale a1, ag, ag cu oy +as+ag =1 ad. air;+asrs+asrs = rg.

R.: Punctele sunt coplanare d.d. vectorii MoMy, MoMs, MyMsz sunt coplanari,
adica d.d. existd numerele reale oy, as, ag, nu toate nule a.l.

ayMoMy + as Mo M3 + azMoM3 = 0,
care este echivalenta cu afirmatia din enunt,.

7.1.4 Fie A, B, C trei puncte necoliniare si A’, B’, C' mijloacele laturilor BC, C' A,
AB ale triunghilui ABC'. Sa se arate ca oricare ar fi punctul fix O, au loc relatiile:
— —_— T =

— e — — —_— —— - —
OA"+0OB' +0C"=0A+0B+0C, OA"-BC+OB'-CA+0C"-AB =0.

71
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—_— = —_— =

- — — —
R: Deoarece OA" = —(OC + OB), BC = OC — OB rezulta cd OA’ - BC =

DN =

1 —
5(%’*2 —0B?).

_— —— —
7.1.5 Fie AA’, BB’, CC’ bisectoarele interioare ale triunghiului ABC si a, b, ¢
lungimile laturilor triunghiului.

1) Sa se stabileasca relatiile:

— — — — — —

bAB+cAC == ¢BC+aBA == aCA+bCB
=——— BBF="7-———"" (CC'=—"—.
b+c c+a a+b

— — — — — —

2)Fiera=0A,rg=0B,rc =0Csir)y = OA', rl; = OB, r;, = OC’ vectorii
de pozitie ai punctelor A, B, C, A’, B’, C' in raport cu un punct fix O. Sa se arate
ca:

—
AA

Y _brp +crc . _crgtarg o _ara +brp
A b+c =B c+a ¢ a+b
- c
R: 1) Punctul A’ imparte segmentul orientat BC' in raportul k = 5 (teorema

—_— —
bisectoarei). 2) AA’ =r/y —ry, AB=rp— ry ctc.

7.1.6 Sa se arate ca dreptele care unesc mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru
ABCD sunt concurente.

R: Perechile de muchii opuse ale tetraedrului ABC'D sunt (AD, BC), (AB,CD),
(AC, DB). Fie A’ mijlocul segmentului orientat AD, A” mijlocul segmentului orientat
BC si D' mijlocul segmentului orientat A’A”. Atunci:

1 1
ry = §(I‘A+I‘D), rpn = §(I‘B+I‘0),

1 1
rp =g (rar+ran) = i (ra+rp+rc+rD).

Calculand vectorii de pozitie rp/, ror ai mijloacelor segmentelor orientate care au ca
extremitati mijloacele celorlalte doua perechi de muchii opuse obtinem: rg, =rg =
rp:.

—_—
7.1.7 Fie My, M5, M3 trei puncte si r; = OM;, i = 1,2, 3, vectorii lor de pozitie in
raport cu un punct fix O. Sa se arate ca punctele sunt coliniare d.d.

I‘1><I‘2+I‘2XI‘3+I‘3><I‘1:0.

R: Punctele M1,Ms, M3 sunt coliniare d.d. vectorii MMy, M7 Ms sunt coliniari,
. _— _—
adica d.d. M1M2 X M1M3 =0.

7.1.8 In reperul cartezian in spatiu R = {O, e1, e, €3}, se dau punctele
M1(57 2a _1)7 M2(17 _37 4)3 M3(_27 17 3)7 M4(27 67 _2)

1) Sa se arate cd patrulaterul My MsMsM, este un paralelogram.
2) Sa se gaseasca coordonatele celor patru puncte in reperul R’ = {O’,e1, €2, €3}
obtinut din reperul R prin translatia de vector ro = —2e; + e + 3es.
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—_ s
R: 1) Se verificd relatia: My Mo = MyMs. 2) v, =1; — 1o, i = 1,4.
7.1.9 In reperul cartezian in spatiu R = {O, e1, ez, e3}, se dau punctele
Ml (4a _27 3)7 M2(27 27 _1)7 M3(6a _27 _5)

Sa se determine coordonatele mijloacelor laturilor triunghiului cu varfurile in aceste
puncte.

R: Mj (4,0,-3), M} (5,-2,-1), M4(3,0,1).

7.1.10 In reperul cartezian ortonormat plan R se dau punctele:
A(12v2), B(-2,V5), € (-VT.~v2), D (2.-V5).

Sa se arate ca patrulaterul ABCD este inscriptibil.

R: Se arata ca: (ﬁ) + (C—B%) =.
7.1.11 In reperul cartezian ortonormat R se dau punctele:

A(14,-7,2), B(2,2,-7), C(-2,7,2).
se arate ca triunghiul AOB este dreptunghic.

1) Sa

2) Sa se arate ca triunghiul BOC este isoscel.

3) Sa se calculeze unghiul A al triunghiului ABC.
S

4) Sa se determine un vector director al bisectoarei unghiului A al triunghiului
ABC.
R 1) 04 0B =0. 2) |08 = [oc] = v&7
—_— —
3) cos A = AB-4 = o3
48] |ac]] ~ veiviis

(—8i + 7j).

1
V113
7.1.12 In reperul cartezian ortonormat R se dau punctele:

MO(fL 07 71)3 Ml(oa 23 73)7 M2(47 47 1)

1) Sa se calculeze perimetrul triunghiului MoM;Ms.
2) Sa se calculeze aria triunghiului MM Ms.

1
R: 1) p=9+3V5. 2)A:§||u1><u2||:3|\2i—2j—k||:9.

7.1.13 Sa se calculeze aria triunghiului cu varfurile in punctele:

My(1,-1,1), My(2,1,-1), M(3,2,—6).
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Ll 1 1) 11 1) |1 =1 1] )
R: A = o Lo—1 1 -1 2 1 4|2 11| =V
2 —6 1 6 3 1 3 2 1

7.1.14 Sa se arate ca triunghiul cu varfurile in punctele
Mo(1,2,3), M1(1,4,1), M>(3,2,1)
este echilateral si sa se calculeze aria sa.

7.1.15 Punctele A (—1,2,-2), B(-2,5,1), C(-1,6,0), D(2,3,—6) sunt varfurile
unui patrulater. Sa se arate ca patrulaterul este plan si sa se calculeze aria sa.

R: Deoarece

AB,AC, AD

(1. 70.7) -

w O =

rezulta ca patrulaterul este plan. Apoi,

—_— -

1 1
Aspep = Aapc + Aapc = 5 HE X A—dH + 3 ‘ AD x AC’H = 4/14.

7.1.16 Fie paralelogramul ABCD si O un punct fixat din spatiu a.i.
-~ = . . - . .
OA=i+j+k, OB=i+3j+5k, OC="7i+9j+ 11k.

S se determine OD si aria triunghiului OBD.
7.1.17 Sa se calculeze volumul tetraedrului cu varfurile in punctele:

Mo(1,-1,1), My(2,1,-1), My(3,2,—6), Ms(4,4,—2).

1 -1 1 1
1 2 1 -1 1

R: Vt—émod 3 9 _6 1 =1.
4 4 -2 1

7.1.18 Sa se calculeze volumul tetraedrului MyM; Ms M3 si inaltimea tetraedrului
coborata din Mj, daca:

1) My(1,-5,4), M;(0,-3,1), My(—2,—4,3), M3(1,1,-2).
2) MO(LLQ)’ M1(0?171)7 M2(71727 73)7 M3(27370)
3) My (1,0,4), M;(0,~1,3), M2(0,2,—1), Ms(1,3,7).

R:1) V,=3. Din V;, = gAt se obtine h = g\/ﬁ
7.1.19 Se dau punctele:
A(37 27 1)& B(47 47 0)) 0(57 57 5)) D(f]-a 53 71)

Sa se cerceteze daca cele patru puncte sunt coplanare si sa se arate ca BAC = BAD.
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7.1.20 Sa se determine « real a.l. punctele:
Mo(]., 07 2)a Ml(*la 17 71)3 M2(17 ]-a 71)7 M3(27 3’ 7&)
sa fie coplanare.

R: Punctele sunt coplanare daca:

1 0 2 1

-1 1 -1 1
11 -1 117 14 — 20 =0,
2 3 —a 1

deci a = 7.

7.2 Schimbarea reperelor carteziene

7.2.1 In reperul cartezian R = {O,e;, ey, €3}, se dd punctul M de coordonate
(4,—2,5). Sa se giiseasca coordonatele sale in reperul R’ = {O’, e}, e}, e5}, obtinut
din reperul R prin translatia de vector ro = —2e; + e; + 2e3 si schimbarea centro-
afina:

el =e +e+es,
e, = 2e; + 3ey + bes,
el = 3e; + Sey + 12e3.

R: Legitura dintre coordonate este datd de: X' = C~1(X — Xj), adica:

11 -9 1 6 32
X' = 3 -7 9 -2 -3 | =] —25
2 =3 1 3 3

Deci in reperul R’ punctul M are coordonatele (32, —25,8).

7.2.2 Reperul ortonormat plan R’ se obtine din reperul ortonormat plan R printr-o
rotatie de unghi a. Si se determine a astfel incat punctul M (v/3,1) si aparting axei
Ox'.

R:y = —zsina + ycosa, de unde —v/3sina + cosa =0, a = %

7.2.3 In reperul ortonormat plan R, se dau punctele: A(5,5) si B(2,—1). Sa se
determine coordonatele lor in reperul ortonormat R’ cu originea in punctul B si ale

3
carui axe se rotesc cu unghiul o = arctg 1
4 3 4 3 3
\ R: Avem: cosa = 5 sina = 5 deci: o’ = E (x — 2)+5 (y+1),y = ~5 (x —2)+
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7.2.4 Fie ABCDFEF un hexagon regulat avand lungimea laturii egald cu 2 si R
un reper ortonormat cu originea in punctul C, R = {C,1,j}, in care versorul i este
coliniar si are acelagi sens cu B—C)', iar versorul j este coliniar si are acelagi sens cu
EC. Fie inci R’ un reper ortonormat cu originea in punctul F, R’ = {F,i,j'}, in
care versorul i’ este coliniar si are acelasi sens cu m, iar versorul j' este coliniar si
are acelagi sens cu DF. Si se gaseasca:

1) Rotatia gi translatia care duc reperul R in reperul R’.
2) Legétura dintre coordonatele unui punct in cele doua repere.
3) Coordonatele punctelor A si B in cele doud repere.

2
R: 1) Translatia: CF = —2i— 21/3j, rotatia: o = % si deci

1 1
=S (-i+V3)), §' =5 (-V3i-j)
1 1

2 a=-2- L +y/VB) y= 2B+ (VI

3) A(2a O)R’a A(_Sa _\/g)Rv B(_27 0)R7 B(37 _\/3)72/
7.2.5 In reperul cartezian ortonormat plan R = {O, i, j} coordonatele (z,y) ale unui

punct M verificd ecuatia: z2 +2y% — 2z +8y+1 = 0.
1) S& se giseasca ce devine ecuatia in reperul cartezian ortonormat R’ = {O’, 1, j},
—

obtinut din reperul R prin translatia OO’ = rg =i — 2j.
2) Sa se gaseascd ce devine ecuatia in reperul polar cu polul O’ si axd polard O'x’.
R: 1) Deoarece 2 = 1 4+ 2/, y = —2 4 ¢/, se obtine(z')> + 2 (y/)> =8 = 0.
2) Luand: 2’ = rcosf, y = rsin 6, obtinem: r2(1 + sin? @) = 8.
7.2.6 In reperul cartezian ortonormat plan R = {O, i, j} coordonatele (z,y) ale unui

punct M verifica ecuatia: 5z2 4+ 24xy — 2% — 4 = 0. S& se gaseasca ce devine ecuatia
in reperul cartezian ortonormat R’ = {O, 1, j'}, obtinut din reperul R printr-o rotatie

de unghi o = arctg 1

4 3
R: Deoarece x = x’ cosa—y'sina, y = z’sina+y’ cosa, cu cosa = gosina =g,

1 1
avem r = g(4x' -3y),y= g(3z’ + 4y'). Se obtine

14(z')* — 11(y/)?> —4 = 0.

7.2.7 In reperul cartezian ortonormat plan R = {0, i,j} coordonatele (z,y) ale unui
punct M verifica ecuatia: 322 —4xy + 3y? — 2z — 2y + 1 = 0. Sa se giseasca ce devine
ecuatia in reperul cartezian ortonormat R’ = {O’,1,j'}, obtinut din reperul R prin

Fis

translatia de vector ryp = i+ j, urmata de rotatia de unghi a = T
2 2
R: Deoarece: © = 1+ g (' —y),y=1+ g (' +9y'). In reperul cartezian

ortonormat R’ ecuatia se scrie: (2/)% +5(y')? — 1 = 0.
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7.2.8 In reperul cartezian ortonormat plan R = {O, 1, j} coordonatele (z,y) ale unui
punct M verifica ecuatia (E). S& se giseasca ce devine ecuatia in reperul cartezian
ortonormat R’ = {O’,i’,j’}, obtinut din reperul R prin translatia de vector ry, urmata
de rotatia de unghi o, daca:

1) (E) 20y — 2z — 4y +3 =0, ro = 2i +], a:%.

2) (E) 22 —4dzy + 4% + 3z — 3y +2=0, rO:%(—i+j)’ a:%r.
3) (E) 2% — 2zy +y? + 22 — 6y = 0, vy = —2i, a:—%.

4) (E) 322 — 100y +3y® + 4z + 4y +4 =0, ro = i +], a:%.

7.2.9 Sa se gaseasca matricea rotatiei In spatiu care duce reperul ortonormat R =
{0,1,j,k} in reperul ortonormat R’ = {O,i,j,k’} dacia versorul k' are aceeasi
directie si sens cu vectorul v .= i — j + k, versorul i’ este paralel cu planul Oxy

T
si unghiul dintre i si i’ este mai mic decat 5 iar versorul j’ este astfel incat R’ s& fie

un reper ortonormat drept.

1
R: k' = H%H = = (-j+k), i =0t fj cud K = 05 | =1, deci
1 1
i/ = 72 (i+j)7 iar j/ = k, X i/ = % (7i+j —+ 2k) A§adar:

1
j=—(-i+j+2k), kK = i-j+k).

_i('_’_‘) —
=5+ 0= %

Matricea rotatiei este:

Sl

L [vE -1 V2
C=—|V3 1 -2
VG 0 2 V2

7.2.10 Sa se gaseasca matricea rotatiei in spatiu care duce reperul ortonormat R =
{0,1,j,k} in reperul ortonormat R’ = {O,1,j’,k’} daci axa Oz’ se obtine din Oz
printr-o rotatie pland de unghi ¢ in jurul axei Oz, axa Oz’ se obtine din Oz printr-o
rotatie pland de unghi 6 in jurul axei Oz’, iar Oy’ completeazd reperul ortonormat
R

7.2.11 In reperul cartezian ortonormat R = {O,1i,j,k} coordonatele (z,y,z) ale
unui punct M verificd ecuatia: 22+ y? + 22 — 42 — 6y — 2z — 22 = 0. Si se gaseasca ce
devine ecuatia in reperul cartezian ortonormat R’ = {O’,i',j’, k’}, obtinut din reperul
R prin translatia de vector ro = 2i + 3j + k.

7.2.12 In reperul cartezian ortonormat R = {O,1,]j,k} coordonatele (z,y,z) ale
unui punct M verifica ecuatia: 2+ y% + 22 — 2o — 2y — 42+ 3 = 0. Si se giseasci ce
devine ecuatia in reperul cartezian ortonormat R’ = {O’,i’,j’, k’}, obtinut din reperul
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R prin translatia de vector rg = i+ j+2k, urmata de rotatia de matrice:
1

1
— —— 0
v
S R
v
0 0 1

7.2.13 In reperul cartezian ortonormat R = {O,1,j,k} coordonatele (z,y,z) ale
unui punct M verifica ecuatia: x2 + 3y? + 4yz — 6z + 8y + 8 = 0. Si se giseasca ce
devine ecuatia in reperul cartezian ortonormat R’ = {O’, 1, j’, k’}, obtinut din reperul

R prin translatia de vector rqg = 3i—2k, urmata de rotatia de matrice:
01 0

_1 2

R

R O R

i

7.2.14 Sa se arate ca o rotatie in spatiu se poate obtine prin efectuarea succesiva a
trei rotatii plane in jurul a trei axe: o rotatie de unghi ¢ in jurul axei Oz, o rotatie
de unghi 6 in jurul liniei nodurilor si o rotatie de unghi ¢ in jurul axei Oz’.

R: Intr-adevar,

cose —sing 0 1 0 0 cosy —siny 0
C=| sing cose 0 0 cosf —sinf siny  cosy¥ 0 | =
0 0 1 0 sinf cosf 0 0 1
cospcosty —sinpcosfsiny —cospsiny —singpcosfcosyy  sinpsind
= | sinpcosy + cospcosfsiny —sinpsiny + cospcosfcosyy — cospsinb
sin @ sin ¢ sin 6 cos ¢ cosf

7.2.15 Punctele M;(—7,3,—2), M2(0,2,1), M3(4,—1,0), My(—1,0,—3) sunt varfu-
rile unui tetraedru. Dupa o translatie R — R’, centrul de greutate G al tetraedrului
are coordonatele (6, —2, 1)z/. Sa se giseasca coordonatele varfurilor tetraedrului dupa
translatie.

R: Avem:
1 ..
rg = Z(r1+r2+1‘3+1‘4) =—-i+j-k
sl ry = 61 — 2j + k. Deci translatia este

ro=rg —rg=-7i+3j—2ksir, =r; —ro.
7.2.16 Fie M;(4,8,-3), M2(6,—1,1), M3(—2,3,5) trei puncte date prin coordo-
natele lor in reperul ortonormat R = {O,1i,j,k}. S& se determine coordonatele

lor in reperul ortonormat R’ = {O’,i’,j’,k’}, obtinut din reperul R prin translatia
ro = 4i + 3j + k si schimbarea centro-afind (rotatia) de matrice

1 2 1 -2
C:§ 1 2 2
2 =2 1
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R: Se constatd ci !CC = I3 si det C = 1, deci schimbarea centro-afind este o
rotatie in spatiu. Din X’ = C71(X — X() = 'C (X — Xj), gisim, de exemplu, pentru
M11

1 2 1 2 0 -1
X' = 3 1 2 =2 5 | = 6
-2 2 1 —4 2

7.2.17 Coordonatele (x,y, z) ale punctului M verificd relatia
22+ 4+ 22 +6x—8y—224+17=0.

S& se determine translatia reperului, astfel incat relatia intre coordonatele (z/,y’, 2’)
ale punctului M in noul reper sa nu contina termeni de gradul intai.

R: Deoarece:
r=x0+2, y=y+y, z =120+ 7,

se obtine: zg = —3, yo = 4, 7o = 1, iar ecuatia devine: (2/)% + (y')? + (2/)2 — 9 = 0.

7.3 Repere polare
7.3.1 Sa se afle coordonatele polare ale punctelor:

A(=2V/3,2), B(2,-2), C(V3,-1).

R:Avem: . -
ar=/(2vB) 4 2 = tgp = VB =T,
B:r= (2)2+(_2)2:2\/§7 tg@:_lvw:%a

Cor= (VD) + (17 = 21mp =~ o=

7.3.2 Coordonatele polare ale punctului M sunt:
r=2V5, ¢ = arctgT.
Sa se determine coordonatele sale carteziene.

7.3.3 Punctul M are coordonatele sferice

™ ™
, 0=

r » P 6 3

Sa se determine coordonatele carteziene si cilindrice ale punctului M.

7.3.4 Sa se determine coordonatele carteziene ale punctului M; de coordonate sferice
™ T

(8, 1 Z) si coordonatele cilindrice (17, ¢, z) ale punctului Ms de coordonate cartezi-
1

ene (1,1,1).



80 CAPITOLUL 7. SPATIUL PUNCTUAL EUCLIDIAN

R:Avem: - o -
My: $:8COSZSiHZ =4, y:SSinZSinZ =4, 2:86081 = 4+/2,

My: r':\/i,@:%,zzl.
7.3.5 Sa se determine coordonatele carteziene ale punctelor M de coordonate sferice:
M (8,5, 5, My <12,477,57r>, Ms <4,37r,2”).
6°3 36 43
7.3.6 Sa se determine coordonatele sferice ale punctelor:
A (2\/:16,4) B (—\/i x/§,2\/§) e, (0, —6v/3, —6) , D(~16,0,0).

7.3.7 Sa se determine coordonatele carteziene ale punctelor M; si Ms de coordonate
T
cilindrice (2, & —2) si respectiv (1,0,1).

7.3.8 Sa se determine coordonatele cilindrice ale punctelor:

A (2,2\/§, 5), B (—3, V3, —4), C(4,-4,6), D (—3\/3, —9,0), E(0,0,4).



CAPITOLUL 8

DREAPTA SI PLANUL

8.1 Dreapta in plan

8.1.1 Sa se scrie ecuatiile parametrice ale dreptei D determinata de punctul My(2,3)
si vectorul director v(—1,4). S& se giseasci apoi ecuatia sa canonicd gi ecuatia gene-
rala.

R: Ecuatiile parametrice: * = 2 — ¢, y = 3 + 4¢, t € R, ecuatiile canonica si
generala sunt:
x—2 y—3
-1 4

, de+y—11=0.

8.1.2 Sa se gaseasca punctele de intersectie ale dreptei D de ecuatie 2x+3y—12 =0
cu axele de coordonate.

R: A(6,0), B(0,4).
8.1.3 Sa se gaseasca punctele de intersectie ale dreptelor:
(D1) 30 —4y—29=0, (D2) 2z+5y+19=0.
R: My(3,-5).
8.1.4 Se dau ecuatiile a doua laturi ale unui paralelogram:
8r+3y+1=0, 22 +y—1=0

si ecuatia uneia dintre diagonalele sale: 3z + 2y + 3 = 0. Sa se gaseasca coordonatele
varfurilor paralelogramului.

R: (1,-3), (-2,5), (5,-9), (8,—17).
8.1.5 Sa se calculeze aria triunghiului cu laturile pe dreptele:

Dae+by—7=0,3r—-2y—4=0, Te +y+19=0.
2Q)z+y—a=0,2—2y—4a=0,z—y—Ta=0.
Nz—y+1=0,22+y—4=0,4c—y—8=0.

81
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R:Avem:
1) M1(2? 1) MQ( ) ( 27 75)5 = 177
2) M;(2a,—a), M2(4a —3a), Mg(lOa, 3a), A = 1242,
8.1.6 Sa se gaseasca ecuatia dreptei care trece prin punctele:
1) Mo(a+1,a—1), Mi(a—1,a+1). 2) My(cos2t, —sin2t), M;(cos4t,sin4t).
R:1)z+y—2a=0.2) xcost+ ysint — cos3t = 0.

8.1.7 Sa se arate ca punctele My(a,b+ ¢), My (b,c+ a), Ma(c,a + b) sunt coliniare
i sa se scrie ecuatia dreptei care le contine.
R:z+y—a—b—c=0.

8.1.8 Sa se scrie ecuatiile dreptelor care trec prin varfurile
My (5,—4), My(—1,3), M35(—3,-2)

ale triunghiului M; Ms M3 si sunt paralele cu laturile opuse.

R: M1M||M2M3, MQM”Mng, MgMHMlMQ, 1mphcé

r—5 y+4 z+1 y—-3 z+3 y+2
2 57 8 =27 6 @ -1
8.1.9 Se d& triunghiul cu varfurile in punctele: A (—1,3), B (2,—1), C'(3,6). Sa se
determine:
1) Ecuatia dreptei AC.
2) Ecuatia paralelei prin B la AC.
3) Ecuatia mediatoarei laturii [BC].
4) Ecuatia medianei din C.
5) Ecuatia inaltimii din C.

8.1.10 Si se gaseasca proiectia punctului M*(—6, 4) pe dreapta: (D) 4x—5y+3 = 0.

R: Intersectam perpendiculara prin M* pe dreapta D, ale carei ecuatii sunt: x =
—6+4t,y=4—->5¢,t € R, cudreapta D. Rezulta 41t — 41 = 0, deci t = 1. Proiectia
punctului M* este punctul M’ (-2, —1).

8.1.11 Sa se gaseasca simetricul punctului M*(2,1) fatd de dreapta
(D) 2z —y+2=0.

R: Daca M’ este proiectia ortogonali a punctului M* pe dreapta D si M'* sime-
tricul punctului M*, atunci: r"™* = 2r’ — r*, de unde M"* (-2, 3).

8.1.12 Si se afle distanta de la punctul M* la dreapta D daca:

1) M*(2,1), (D) 4z — 3y +5=0. 2) M*(2,6), (D) z —yvV3+6 =0.
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R: 1) d(M*,D)=2. 2)d(M*,D) =3V3—4.

8.1.13 Si se arate cd triunghiul cu varfurile in punctele A (3,3), B (6,3), C (3,6)
este dreptunghic isoscel.

8.1.14 Pentru ce valori ale lui A dreptele de ecuatii:
A+ A=y —2A+1)=0,3 z— BA+1)y—5X—4=0,

1) sunt paralele, 2) sunt perpendiculare, 3) fac un unghi de 45°.

A A—1
Ril) —=— ), )32 -A—-1)3BX+1) =
) 3% = ZoagT) D - - DEA ) =0,
N N V2
3) —————— = ——, care implicd (6A\2 + 1) (6A%2 — 4\ —1) = 0, de unde: \ =
INTTINTT ~ 2 B+ 1) )

+ %\/10.

Wl =

8.1.15 Sa se scrie ecuatiile inaltimilor triunghiului cu varfurile in punctele:
My(2,1), Ma(—1,-1), M3(3,2).

B — —_—
R: My M L M;Ms, deci (r3 —ra)-(r —ry) = 0, de unde 4z +3y —11 = 0. Analog:
z+y+2=0,3z+2y—13=0.

8.1.16 Sa se gaseasca ecuatiile bisectoarelor unghiului interior si exterior corespun-
zatoare varfului A al triunghului cu varfurile in punctele A(1, —2), B(5,4), C(-2,0).

R: Un vector director al bisectoarei interioare a unghiului A este

deci ecuatiile canonice ale celor doua bisectoare sunt:

x—1 y+2 xz-1 y+2
-1 57 5 1

8.1.17 Fie A(—1,0), B(1,—2). Sa se determine:
1) Simetricul punctului A fata de punctul B.

2) Coordonatele punctului M care imparte segmentul orientat AB in raportul

2
h=—=.
3

8.1.18 Stiind ca punctul My (3,4) este piciorul perpendicularei coborate din origine
pe dreapta D, sa se gaseasca ecuatia dreptei D.
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8.2 Planul

8.2.1 Sa se verifice daca planul 4x — y + 3z + 1 = 0 trece prin unul din punctele:
A(_]-v 67 3)a B(37 _2a _5)7 C(Oa 47 1)7 D(27 07 5)
8.2.2 Sa se precizeze pozitia urmatoarelor plane in raport cu reperul R:

1)2y—2z+5=0. 2)2x4+52+1=0. 3)3x+y—2=0.
4) 2z —5=0. 5) 3y —2=0. 6) —42+3=0.

R: 1), 2), 3): plane paralele respectiv cu axele: Oz, Oy, Oz. 4), 5), 6): plane
perpendiculare respectiv cu axele: Ox, Oy, Oz.

8.2.3 Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My(2, 4, —3) si este paralel
cu vectorii v1(0,0,1) si va(5,3,—2).

R: (r —rg,vy,vy) =0, adicd 3z — 5y + 14 = 0.

8.2.4 Si se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My(1,2,1) si este perpen-
dicular pe planele:

(P1) 3z —2y+1=0, (P) 2z+2—-3=0.

8.2.5 Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctele My(1,0,—2), M;(4,5,1)
si este paralel cu vectorul v (0,6, —1).

R: (r —rg,r; —rp,v) =0, adicd —23z + 3y + 182 + 59 = 0.

8.2.6 53 se scrie ecuatia planului care trece prin punctele My(1,0,—1), M;(2,1,3)
si este paralel cu vectorul v =1+ j — k.

8.2.7 S& se scrie ecuatia planului care trece prin punctele My(1,2,1), M1(2,3,4) si
este perpendicular pe planul

(P) z+y+32+5=0.

8.2.8 Si se scrie ecuatia planului:
1) paralel cu planul Ozz gi care trece prin punctul My(2, —5, 3).
2) care trece prin axa Oz si prin punctul My(—3,1, —2).
3) paralel cu axa Oz si care trece prin punctele My (4,0, —2), M;(5,1,7).

R: 1) (r —ro,i,k) =0, adica y + 5= 0.
2) (r,ry, k) =0, adica = + 3y = 0.
3) (r —rg,ry —rp,i) =0, adicd 9y — 2z — 2 = 0.

8.2.9 Si se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My(2, —7,3) si este per-
pendicular pe vectorul N = 4i + 5j — k.

R: N (r—r,) =0, adica 42 + 5y — z — 30 = 0.
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8.2.10 Se dau punctele My(1,3,—2) si M;(7,—4,4). S& se scrie ecuatia planului
care trece prin punctul My si este perpendicular pe dreapta MyM;.

R: (r; — 1) - (r — rg) =0, adici 6z — Ty + 62 + 27 = 0.

8.2.11 Sai se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My(—2, 7, 3) si este paralel
cu planul 2x —y + 5z +3 = 0.

R:N=2i—-j+5k N-(r—ry) =0, adicad 2z —y + 52z — 1 =0.
8.2.12 Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctele
Moy(1,-3,2), My(5,1,—-4), M2(2,0,3).
R: (r —rg,r1 —ro,ro — 1) = 0, adica 11z — 5y + 42 — 34 = 0.

8.2.13 Sa se scrie ecuatiile fetelor tetraedrului cu varfurile in punctele
A(07 07 2)7 B(37 07 5)7 0(17 1) 0)7 D(4’ 17 2)'

R: (ABC): —3z+9y+32—6=0, (ABD): —3z+ 12y + 32 — 6 =0,
(ACD): 22 —8y —32+6=0, (BCD): 20 — 11y +9 — 3z.

8.2.14 Sa se calculeze distanta:
1) de la punctul M*(1,1,1) la planul (P) 2z +y + 2z — 20 = 0.
2) de la punctul M*(3,1,—1) la planul (P) 22z + 4y — 20z — 45 = 0.
3) de la origine la planul (P) 15z — 10y + 6z — 38 = 0.
4) de la punctul M*(2,4,7) la planul (P) « — 2y +2z+2=0.

8.2.15 Si se determine ecuatia planului care trece prin punctul My(7,—5,1) si taie
axele de coordonate la distante egale fata de origine.

1
R:z*§+771:0,deundea:3,decix+y+273:0.

a a a
8.2.16 Sa se scrie ecuatiile planelor bisectoare ale unghiului diedru format de pla-

nele:
(P)) 2+y+2—-1=0, () 2¢+y+2z—1=0.

N, N,  V2+1

= + = (+iv2 +j + k) si My(0,0,1).
N[ [N V6

R: N
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8.3 Dreapta in spatiu

8.3.1 Sa se gaseasca o reprezentare parametrica i ecuatiile canonice ale dreptei care
trece prin punctul My(—1,2,1) si este paraleld cu vectorul v(—2,3,4).

R:Dinr=rg+tv,t € Rsi(r—rg) x v=_0, obtinem:

rz=-—1-—2t
y=2+4+3t teR,
z =1+ 4t,

x+1 y—2 z-1
-2 3 4

8.3.2 Sa se determine coordonatele punctului de intersectie a dreptelor:

=21, r=-1+7t,

1) (D) { y=—-1+43t, t € Rgi (D) y=8-3t, t'eR.
z=t, z2=3+t,
=2+t r=1+1,

2) (D) y=1-3t, t € Rgi (D) y=-t, t' e R.
z=t—1, z2=06—3t,

R:1)t=3,t =0, My(—1,8,3). 2) t =1, ¢ =2, My (3,2,0).

8.3.3 Sa se gaseascd ecuatiile dreptei care trece prin punctul My(—1,2,1) si este
paralela cu dreapta: +y—22—1=0,2+2y —2+1=0.

z+1 y—2 z2-1
3 -1 17

8.3.4 Dreptele Dy si Dy au directiile date de vectorii vy (1,0, 1) si vo (—1,1,0). Sa
se determine:
1) Unghiul dintre cele dou# drepte.
2) Ecuatiile parametrice ale dreptei D perpendiculara pe dreptele Dy si Do si care
trece prin punctul My (2, 3,0).

R:

8.3.5 Sa se gaseasca ecuatiile canonice ale dreptei de intersectie a planelor:
(P)2x—3y—32-9=0, (P)xz—2y+2+3=0.

R: Rezolvand sistemul format din ecuatiile celor doua plane se obtine reprezenta-
rea parametrica: x = 27+ 9¢, y = 15+ 5¢, z = t, t € R. Prin eliminarea parametrului
t obtinem ecuatiile canonice:

x—27 y—15 =z

9 5 1
8.3.6 Si se determine unghiul dintre dreptele:

r+2y+2—1=0, / r—y—z—1=0,
(D) { r—2y+2+1=0, (D){ r—y+2z4+1=0.
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8.3.7 Sa se gaseasca ecuatiile canonice ale dreptei care trece prin punctele
My(—1,3,1), My(1,1,5).
R: Din (r — rg) X (r; — rp) = 0, obtinem:

r+1 y—-3 z-1
2 -2 4

8.3.8 Si se determine ecuatiile dreptelor care trec prin punctul My (1,1, —2) si sunt
paralele cu dreptele:

1) (D)

r—4 y+2 z+1 r—y—3z2+2=0,
2 3 4 2) (D){2x—y+22—3:0.

8.3.9 Sa se calculeze unghiurile dintre muchiile opuse ale tetraedului cu varfurile in
punctele: M7(3,—1,0), M2(0,-7,3), Ms(—2,1,—1), M4(3,2,6).

_ —
R: MlMg' M3M4 = 0, deci: M1M2 1 M3M4, M1M3' M4M2 = 0, deci: M1M3 1L

B —— —_—

M4M2, M1M4' M2M3 = 0, deci: M1M4 L MgMg.

8.3.10 Sai se giseasca coordonatele proiectiei ortogonale a punctului M* (2,1,1) pe
planul (P) x +y+3z+5=0.

8.3.11 Si se gaseasca coordonatele proiectiei ortogonale a punctului M* (-1, —1,2)
pe dreapta:
(D)z=t+2, y=2t—1,2=3t+1, t € R.

8.3.12 Sa se gaseasca ecuatia planului ce trece prin dreapta:
D)yxz=t+1l,y=2t—1, z=—-t+1,teR
si este perpendicular pe planul (P) 2 +y+2z+2=0.

8.3.13 Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My (1,1, —1) si este per-
pendicular pe drepta:

x y—1 =z+1 x—y=0,
VD) g="5"=""2 (D){x—l—Qy—z—l-l:O.

8.3.14 Sai se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My (1,1, —1) si contine
drepta:

r=2t+4
’ 2x — —|—Z+1:0,
z=4t—1, .

8.3.15 Sa se scrie ecuatia planului care trece prin intersectia planelor:
(P1) 3x4+2y—5=0, (P2) 2r+y—32+2=0
si:

1) prin punctul My (1,2,0).
2) este perpendicular pe planul (P) o —y —5=0.



88 CAPITOLUL 8. DREAPTA SI PLANUL

8.3.16 Sa se determine ecuatiile proiectiei dreptei D pe planul P, daca:

rz—1 -2 z-3

(D) 5= = y3 ==~ (P)z+y+z-3=0.
r—4 +2 z+4+1

2) (D) 5= = y3 = (P e+by—z-2=0.

R: 1) Dreapta de proiectie a dreptei D pe planul P se obtine prin intersectia
planului P cu planul @ ce contine dreapta D si este perpendicular pe planul P, de
ecuatie (r —rg,v,N) =0, adicd (Q) —z+2y — 2z =0.

8.3.17 Sa se scrie ecuatiile proiectiei dreptei D pe planul P, daca:

r=u+v+1
r—4y+22—-5=0, _ o
(D){3x+3y+z—6:0, Prqv= i

8.3.18 Fie date punctele M7 (2, —1,1), M2 (4,—3,1). Sa se giseasca ecuatia planului
care trece prin mijlocul segmentului [M;Ms], este paralel cu dreapta D si perpendi-
cular pe planul P, daca:

r—1 y+1 =z
(D) 5= 3 T (P)z—2y—2z—-1=0.
r—3 y+2 z-1
R: 2 3 1 =0, adica: —x+3y — 72+ 16 = 0.
1 —2 -1

8.3.19 Sai se determine simetricele punctului M* (—1,2,0) fata de:
1) planul (P) z+2y—2z+1=0.

2 1 -1
2) dreapta (D) z? :yg =z T

8.3.20 Sai se calculeze distanta de la punctul M*(1,1,1) la dreptele:

1) (D)

r—1 y+1 =z-1 r—y+2=0
= = .2 D ’
2 0 3 ) ){x+y—z+2:0.

R: 1) (r* —ro) x v = 2(3i — 2k), d (M*, D) = 2.

8.3.21 Sa se calculeze distantele de la punctele M* la dreptele D, daca:

20 +y — 2z =0,
r+y—z+1=0.
20 —y+2—4=0,
r+y—2+1=0.

1) M*(3,2,4), (D) {

2) M*(37*132)’ (D) {

R: 1) My(1,-2,0), v(1,0,1), d = 3v/2.
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8.3.22 Sa se calculeze distanta dintre dreptele paralele:

-7 y—1 2z2-3 NnrT—2 y+1 =z
1) (D = - = D =2 _Z
) (D) — 1 5 (D) —3 ) 5
r—2 Yy z—2 r y—2 z-—1
2 _D = —_ = / _= — = .
) (D) — 5 3 (D)3 5 3
R: 1) Dreptele fiind paralele, putem scrie:
(D, D) = d (M, D) = 1o =T ¥Vl _ g

8.3.23 Sa se determine ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor necoplanare:

x—7 y—3 2z-—9 x—3 y—1 =z-1

D' = =
1 2 —1’()—7 2 3

(D)
si s se gaseasca punctele in care aceasta intalneste dreptele D si D’.
R: Perpendiculara comuna A se obtine ca dreapta de intersectie a planelor:
(P) (r —ro,v,vxVv')=0, (P') (r—r(,Vv,vxv)=0.
Dar v x v/ = 4(2i+ j + 4k) si deci:
(P)3z—2y—2—-6=0, (P') bx+34y—112—38=0.

Un punct al dreptei A este My (3,1,1), iar v = 28 (2i + j 4 4k). Deci ecuatiile cano-
nice ale perpendicularei comune A sunt:
zr—3 y—1 =z-1

B =5 ="7"=73

Dreapta A intalnegte dreptele D gi D’ in punctele A (7,3,9), A’ (3,1,1).
8.3.24 Sa se determine ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor:
T+42=1=0, ; y =0,
(D) { z—4y+9=0, (D) { r+2z+4+4=0.
8.3.25 Sa se calculeze distanta dintre dreptele:

x+7 y+4 z+3 x—21 y+5 2z-2

1) (D = D’ =

) (D) 2 =

2) (D) x+4 _ y—4:z—|—1 (D,)m+5:y—5:z—5
2 -1 -2 4 -3 -5

R: 1) Distanta dintre dreptele necoplanare

(D) (r—ro) xv=0, (D) (r—rp) xv' =0,
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este data de: . .
(D, ') = [Fo = r0.v. V)]
’ [v x v/

Cum
vx v =-3(4i+3j+12k), [|[v x V|| =39, |(x( — ro,V,V')| = 507,

rezultd d (D, D’) = 13.
2) |vx V|| = [|—-i+2j —2k|| =3, |(r{ — ro,Vv, V)| =9, deci d (D, D’) = 3.

8.3.26 Sa se gaseasca ecuatiile perpendicularei comune si distanta dintre dreptele:

x—1 y+1 =z-1
2 1 0

x+2 y—1 =z+2

(Dl) ) (DQ) 1 1 - 92

8.3.27 Sa se calculeze coordonatele punctului de intersectie a dreptei

x—12 y—-9 =z2-1

(D)

4 3 1
cu planul (P) 3z + 5y — 2 —2=0.
R: O reprezentare parametrica a dreptei D este:
r=124+4t, y=9+3t, z=1+t, teR.

Inlocuind in ecuatia planului P obtinem: 26t 478 = 0, de unde t = —3 si deci punctul
de intersectie are coordonatele (0,0, —2).

8.3.28 Sa se arate ca dreapta

x+1 y—3

z
D) = 4 3
este paraleld cu planul (P) 32z — 3y +2z—5=0.
R:N-v=0.
8.3.29 Si se arate ca dreapta

z—13 y—1 =z—-4

(D)

8 2 3
este continutd in planul (P): x +2y —4z+1=0.

R: O reprezentare parametrica a dreptei D este:
r=13+8t, y=1+4+2t, z=4+3t, teR,

care verifica ecuatia planului P pentru orice t € R.
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8.3.30 Sai se giiseascd proiectia punctului M*(4, —3,1) pe planul
(P)x+2y—2z—-3=0.
R: O reprezentare parametrica a perpendicularei in M* pe planul P este:
r=4+t, y=-3—-t, 2=1-3t, tc€R.

Inlocuind in ecuatia planului P obtinem ¢ = 3. Prin urmare, proiectia punctului M*
pe planul P are coordonatele (7,—6,—8).

8.3.31 Sa se gaseasca coordonatele simetricului punctului M* (1,1, 1) fata de planul
(P)z=1+2u+v, y=u—v, z=—u+2v, (u,v) € R
8.3.32 Si se calculeze unghiul dintre dreapta:
D) x—y—2=0, z+y+32=0
si planul (P) x —y—2+1=0.

R: Un vector director al dreptei D este v = i+ 2j — k, iar un vector normal la
planul P este N =1 — j — k. Atunci:

T v-N
sinG:cos(fft?) = ——0 =0,
2 (v [IN]]

deci = 0, adica D || P.
8.3.33 Sa se determine simetricul punctului M*(4,3,10) fata de dreapta

zx—1 y—-2 2z-3
D = = .
(D) 2 4 5

R: Daci M’ (r') este punctul de intersectie al dreptei D cu planul P perpendicular
in M* pe dreapta D, atunci punctul M (r"*) simetricul punctului M* fatd de dreapta
D, este caracterizat de r'* = 2r’ — r*. Ecuatia planului P este v- (r — ro) = 0, adica:
2z + 4y + 52— 70 =0, iar M’ (3,6,8). Deci M"™* (2,9,6).

8.3.34 Sa se gaseasca ecuatiile simetricei dreptei D fata de planul P, daca:

z+y+z2—-1=0, .

(D) { rt2yt3zta=0, (Dotytz=0

8.3.35 Si se giseasca ecuatiile dreptei ce trece prin simetricele punctului M* (1, 2, 0)
fata de dreapta D si fata de planul P, daca

r+1 +2 2z

(D)
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8.3.36 Sa se verifice ca dreptele:

(D) (r—3i+j—2k) x (5i+ 2j + 4k) = 0,
(D') (r—8i—j—6k) x (3i+j—2k)=0

sunt concurente gi sa se scrie ecuatia planului determinat de ele.

R: (rj —ro,v,v)) = 05l vx v = —8i+ 22j — k # 0. Ecuatia planului este:
—8x + 22y — 2448 =0.

8.3.37 Fie A(0,0,2), B(1,-1,1), C(2,01), D(1,2,1). S& se determine:

1) Lungimea medianei din A a triunghiului ABC.

2) Aria triunghiului ABC si lungimea inaltimii din B.

3) Volumul tetraedului ABCD si lungimea inaltimii din D.

4) Ecuatiile dreptei AB.

5) Ecuatia planului ABD.

6) Coordonatele simetricului punctului D fatd de: punctul B, dreapta BC, planul
ABC.

7) Ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor AB si C'D si distanta dintre ele.

8) Ecuatia fasciculului de plane avand planele baza ABC si ABD.

8.4 Cilindri, conuri, conoizi

8.4.1 Sa se gaseasca ecuatia suprafetei cilindrice cu generatoarele paralele cu vec-
torul v(2,—3,4) si curba directoare C de ecuatii:

x =3cost, y=3sint, z=1, t € [0,2n7].
R: Metoda 1. O reprezentare parametrica a suprafetei cilindrice este:
x=3cost+27, y=3sint — 37, z=1+47,(¢t,7) € [0,27] x R.

Eliminand parametrii ¢ gi 7 se obtine ecuatia carteziana implicita a suprafetei cilin-
drice:
1622 + 16y° + 1322 — 1622 + 24yz + 162 — 24y — 26z — 131 = 0.

Metoda 2. Ecuatiile carteziene implicite ale curbei directoare C sunt: x2+y?—9 =
0, z = 1. O dreatpé, de exemplu prin origine, paralela cu v are ecuatiile canonice:
x Y z
(D) 5 T o 7
2 -3 4
sau ecuatiile implicite: 3z + 2y = 0, 2o — z = 0. Multimea tuturor dreptelor din
spatiu paralele cu dreapta D este caracterizata prin ecuatiile:
(Day) 3z +2y= A, 20—z =p.

O dreapta D, este o generatoare a suprafetei cilindrice daca intalneste curba direc-
toare C, deci daca sistemul:

Py —9=0,2=1,3z+2=\ 22— 2=
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este compatibil. Rezolvand sistemul format din ultimele trei ecuatii si inlocuind in
prima, obtinem conditia de compatibilitate:

AN 4+ 13u2% — 120\ — 12X + 26 — 131 = 0.

Ecuatia suprafetei cilindrice se obtine prin eliminarea parametrilor A si u intre conditia
de compatibilitate si ecuatiile familiei D) ,:

1622 + 16y° + 1322 — 1622 + 24yz + 162 — 24y — 262 — 131 = 0.
8.4.2 Si se gaseasca ecuatia suprafetei cilindrice ce trece prin curba:

(z-1)°+@y+3)°+ (-2 -25=0,
© { x+y—z+y2:0

si are generatoarele:
1) paralele cu axa Ox.
2) paralele cu dreapta (D) x —y =0, z=0.

R: 1) Multimea tuturor dreptelor din spatiu paralele cu axa Oz este caracterizata
prin ecuatiile: (Dy,) y = A, z = p. O dreapta D), este o generatoare a suprafetei
cilindrice daca intalneste curba directoare C, deci daca sistemul:

(-1 +@w+3)>+(z—-2)°-25=0,
r+y—2+2=0,y=X\ z=pu

este compatibil. Rezolvand sistemul format din ultimele trei ecuatii si inlocuind in
prima, obtinem conditia de compatibilitate:

207 — 22+ 2u% + 12\ — 10 — 3 = 0.

Eliminand parametrii A si i Intre conditia de compatibilitate si ecuatiile familiei Dy,
obtinem:
2y? — 2z +22° + 12y — 102 — 3 = 0.

2) Multimea tuturor dreptelor din spatiu paralele cu dreapta D este caracterizata
prin ecuatiile: (Dy,) x—y = A, z = p. O dreapta D), este o generatoare a suprafetei
cilindrice daca intalneste curba directoare C, deci daca sistemul:

(-1 +@w+3)>+(z—2)°-25=0,
c4+y—2z+2=0,z—y=X\ z=4

este compatibil. Rezolvand sistemul format din ultimele trei ecuatii si inlocuind in
prima, obtinem conditia de compatibilitate:

AN 43 — 8\ —8u—26=0.

Eliminand parametrii A si ¢ Intre conditia de compatibilitate si ecuatiile familiei Dy,
obtinem:
(@ —y)® +322 — 8z + 8y — 82 — 26 = 0.
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8.4.3 Sa se gaseasca ecuatia suprafetei cilindrice cu generatoarele paralele cu vec-
torul v(1,—1,0) si curba directoare C de ecuatii:

22 -2 —2=0, =1

R: O reprezentare parametrica a curbei directoare C este:
z=1y=t z2=1-2t>, teR.
O reprezentare parametrica a suprafetei cilindrice este:
r=147 y=t—7, 2=1-2t2 (t,7) € R xR,

sau, prin eliminarea parametrilor ¢ si 7, rezulta

2z +y—1)2+2-1=0.

8.4.4 Sa se gaseasca ecuatia suprafetei conice cu varful in origine si curba directoare
C de ecuatii:
x =acost, y=bsint, z=c¢, t € [0,27].

R: Metoda 1. O reprezentare parametrica a suprafetei conice este:
z=(14+7)acost, y=(1+7)bsint, z= (1+71)c, (¢, 7)€ [0,27] x R.

sau, prin eliminarea parametrilor ¢ si 7,

I2 y2 2,2

a? b2 2

2 2
x

Metoda 2. Ecuatiile carteziene implicite ale directoarei C sunt: — + % —1=0,
a

z = c¢. Multimea tuturor dreptelor prin origine sunt caracterizate prin ecuatiile:
(Dxg) = Az, y = pe.

O dreapta D, este o generatoare a suprafetei conice daca intalnesgte curba, directoare
C, deci daca sistemul:

2 2
T Y
¥+b—2—1:0, Z=¢C, T=MAz, Y= Uz
este compatibil. Rezolvand sistemul format din ultimele trei ecuatii si inlocuind in
prima, obtinem conditia de compatibilitate:
22?1
az b2 2
Ecuatia suprafetei conice se obtine prin eliminarea parametrilor A gi p intre conditia
de compatibilitate si ecuatiile familiei Dy,
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8.4.5 Sa se gaseasca ecuatia conoidului cu plan director ale carui generatoare sunt
paralele cu planul (P) x +y + z = 0, se sprijind pe dreapta (D) x = 0, y = 0 si pe
curba directoare (C) x =1, z = 0.

R: Metoda 1. Dreapta D si curba directoare C admit reprezentarile parametrice:

x =0, ./L':l,
(D) y=0, XeR, (C) { y=t, teR.
Z:A, Z:Ov

O reprezentare analitica a unei drepte care se sprijina pe D si C este:
r=1—-71,y=t—71t, z2=7X\, T € R.

Ea este paraleld cu planul P dacd —1 — ¢t + A = 0, adica pentru A (¢) = ¢+ 1. Deci o
reprezentare parametrica a conoidului este:

x=1—-1,y=t—71t, z2=(0t+1)7, (t,7) € R xR.
Prin eliminarea parametrilor ¢ gi 7 se obtine:
P 4aoy+az—x—y=0.

Metoda 2. Multimea tuturor dreptelor care se sprijina pe dreapta D si sunt
paralele cu planul P au ecuatiile:

y=Ar, c+y+z=pu, (\p) €R.
O dreapta din aceasta familie intalneste curba C daca sistemul:
y=Ax,z+y+z=pu, =1, 2=0,

este compatibil, adica daca: 1+ A 4+ p = 0. Prin eliminarea parametrilor A si p intre
conditia de compatibilitate si ecuatiile familiei se obtine:

P 4ay+az—x—y=0.

8.4.6 Sa se gaseasca ecuatia conoidului cu plan director ale carui generatoare sunt
paralele cu planul (P) z = 0, se sprijind pe dreapta (D) z = 0, y = 0 si pe curba
directoare:

C€) 2> —y* —1=0, 2> =22 +1=0.

R: Metoda 1. O reprezentare parametrica a curbei directoare este:

1
x = cht, y=sht, z:§(1+ch2t), teR,
iar N(0,0,1). Se obtine:

1
(1+ch®t), (t,7) e R xR,

x=(1—7)cht, y=(1—7)sht, 2=
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sau, prin eliminarea parametrilor ¢ si T,
22(2% —y?) — 222 + % = 0.

Metoda 2. Multimea tuturor dreptelor care se sprijina pe dreapta D si sunt
paralele cu planul P au ecuatiile:

y=Az, z=p, (\pu) € R
O dreapta din aceasta familie intalneste curba C daca sistemul:
y=A, z=p, > —y? —1=0, 22 —22+1=0,

este compatibil, adica daca: 2u (1 — )\2) — 2+ A2 = 0. Prin eliminarea parametrilor
A si p intre conditia de compatibilitate si ecuatiile familiei se obtine:

2z(x? — %) — 22% + 2 = 0.

8.4.7 Sa se gaseasca ecuatia suprafetei generata de o dreapta care se sprijina pe trei
drepte date:

r+2242=0, r+2z—-1=0, o
) { TR Low ] (D) a=y==

R: Ecuatia fasciculului de plane de axd D; este  + 2z + 2 = A (y + 2), iar a
fasciculului de plane de ax& Dy este  + z — 1 = Ay(y — 2). Ecuatiile unei drepte
variabile care se sprijina pe dreptele Dy gi Dy sunt

(Da.r,) x+2z24+2=XN(y+ 2),
Az r+z—1=MX(y—2).

Dreapta Dy, », intalneste dreapta D3 daca 4 1 e —2X; — 8Xa + 7 = 0, de unde

4a® + Ty* — 102y — Syz + 4wz + 8 — 10y + 22 = 0.



CAPITOLUL 9

CERCUL SI SFERA

9.1 Cercul in plan

9.1.1 Sa se scrie ecuatia unui cerc in urmatoarele cazuri:

1) Centrul cercului este originea gi R = 3.

) Centrul cercului este in punctul C(2,-3) ¢si R =7.

) Centrul cercului este in punctul C(6, —8) si cercul trece prin origine.

) Centrul cercului este in punctul C'(—1,2) si cercul trece prin punctul My (2, 6).
) Punctele M;(3,2) si Ma(—1,6) sunt extremitatile unui diametru.

6) Centrul cercului este originea si dreapta (D) 3z — 4y + 20 = 0 este tangenta la

2
3
4
5

cerc.
7) Cercul trece prin punctele M;(3,1), Ms(—1,3) si are centrul pe dreapta (D)
3r—y—2=0.
8) Cercul trece prin punctele M;(1,1), My(1,—1), M3(2,0).
9) Cercul trece prin punctele M;(—1,5), M2(—2,—-2), M5(5,5).

R:1) 22442 =9.2) (2—2)°+ (y+3)>=149. 3) R=10. 4) R=5. 5) C(1,4),
R=2y2.6) R=4.7) C(2,4), R=+10. 8) C(1,0), R=1. 9) C(2,1), R =5.

9.1.2 Cercul cu centrul in punctul C(3, —1) determind pe dreapta (D) 22 —5y+18 =
0 o coarda de lungime 6. Sa se gaseasca ecuatia acestui cerc.

R: R = /38.

9.1.3 Si se giseasci ecuatiile cercurilor de raza R = /5, tangente dreptei (D)
x — 2y — 1 =0 in punctul My(3,1).

R: 01(4, —1), C2(2, 3)

9.1.4 Sa se gaseascd ecuatia cercului tangent dreptei (D) 224+ y — 5 = 0 in punctul
My(2,1) si dreptei (D’) 2z +y + 15 = 0.

R: R =25, C(-2,-1).

97
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9.1.5 Sa se gaseascd ecuatiile cercurilor care trec prin punctul My(1,0) si sunt tan-
gente dreptelor paralele (D) 2z +y+2=0, (D) 2z +y — 18 =0.

R: R =25, C1(5,-2), Cy <§ 252)

9.1.6 Sa se gaseasca ecuatia cercului cu centrul pe dreapta (D) 2z +y = 0, tangent
dreptelor:
(D) 42 —3y+10=0, (D3) 4z —3y—30=0.

R: R=4, C(1,-2).

9.1.7 Sa se gadseascd ecuatiile cercurilor tangente dreptei (D) 7Tx —y —5 = 0 in
punctul My(1,2) si dreptei (D') z +y + 13 =0.

R: C1(—6,3), Ry = 5v/2, 05(29,—2), Ry = 20v/2.

9.1.8 Sa se gaseasca ecuatiile cercurilor care trec prin origine si sunt tangente
dreptelor secante:

(D)x+2y—9=0, (D)2z—y+2=0.

RJ(H(Zl),Rl_’Vg,Cz<22 —31> 259

= R2 =22,
57 5 ) 2 5

9.1.9 Sa se gaseasca ecuatiile cercurilor care au centrele pe dreapta (D) 4z—5y—3 =
0 si sunt tangente dreptelor:

(D) 22— 3y —10=0, (D') 3z —2y+5=0.

81 25
. 2 = — — 2 = —
R: C1(2,1), R = 13 Cy(—8,-7), R 3

9.1.10 Sa se gaseascd ecuatiile cercurilor care trec prin punctul My(—1,5) si sunt
tangente dreptelor secante:

(D) 32+ 4y —35=0, (D')4x+3y+ 14 =0.

202 349 185
R: C1(2,1), By =5, Co(= =7, 7o), B3 = o

9.1.11 Sa se gaseasca ecuatiile cercurilor tangente dreptelor:

(Dy) 4z —3y =0, (Dy) 3z — 4y — 5 =0, (D3) 3z — 4y — 15 = 0.

10 25 30 5
R: (4 (7,7>7 Ri=1,0C (7, 7>7 Ry =1.

9.1.12 Sa se gaseasca ecuatiile cercurilor tangente dreptelor:

(D1)3z+4y—35=0, (D2) 3z —4y—35=0, (D3) x—1=0.
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4 2
R: Cl(—15,0), R% = 256, CQ (35, ;), RQ i C3(5 0) R 16,
35 40 32
C(4 <37 _3)7 Ry = ?

9.1.13 Sa se gaseasca ecuatia liniei centrelor perechilor de cercuri:

1) (z—3)4y*=09, (z+2)2+(y—-1)>2=1
2) (x+2) +(y—12=16, (z+2)*+ (y+5)?=25.
3) :C +y — 4z + 6y =0, 22 +y?> —62=0.

4) 2?2 +y? -z +2y =0, 22+ y? +5x+2y—1=0.

R:1)z+5y—3=0.2)24+2=0.3)3z—y—9=0.4) y+1=0.

9.1.14 Si se giseasca ecuatia diametrului cercului (C) 2% + y? + 4z — 6y — 17 =0
perpendicular pe dreapta (D) 5z + 2y — 13 = 0.

R: 2z -5y +10=0.

9.1.15 Se dau: cercul (C) 22 4+ y? — 10z + 16 = 0 si dreapta (D) = = (¢, y = mt,
t € R. Sa se determine valorile lui ¢ i m pentru care dreapta D este:

1) secantd cercului C.

2) tangenta cercului C.

3) exterioara cercului C.

2

5 =+.3

R: A(4,m) = 2 (9 — 16 :

>. Deci: 1) m < Z. 2)

m_y3 g m
14
9.1.16 Sa se gaseasca coordonatele punctelor de intersectie ale dreptei (D) 7z —y +
12 =0 cu cercul (z — 2)% + (y — 1) = 25.
R: Ml(f]., 5), MQ(*Q, 72)

9.1.17 S& se gaseasca conditia ca dreapta y = max + n si fie tangenta cercului
z? +y? = R

R: (1 +m?)R2 = m?.

9.1.18 Si se giseascd ecuatia diametrului cercului (z — 1)? + (y + 1)? = 16, care
trece prin mijlocul corzii determinata de dreapta x — 2y — 3 = 0 pe cerc.

R:2z+y—-1=0.
9.1.19 Si se gaseasca ecuatia tangentei la cercul:
1) 22 +y? = 5 in punctul My(—1,2).
2) (z +2)%+ (y — 3)> — 25 = 0 in punctul My(-5,7).

R:1)z—2y+5=0.2) 3z —4y+43 =0.
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9.1.20 Punctul My(zo,yo) apartine cercului:
©) (z—a)®+(y—b)?—R2=0.
Sa se gaseasca ecuatiile tangentei si normalei la cerc in punctul M.
R: (z0—a)(z—a)+(yo—b)(y—b)—R?* =0, (yo—b)(x—a)—(zo—a)(y—b)— R* = 0.
9.1.21 Sa se gaseasca conditia ca cercurile:
(€1) (@—a)* +(y—b)" =R =0, (C2) (z—a2)*+(y—b2)* — RI =0,
sa sa se taie sub un unghi drept.
R: Daca cele doud cercuri se taie sub un unghi drept in punctul Mg (zo,yo), atunci

(w0 — a1)(wo — az) + (yo — b1)(yo — b2) =0,
(w0 —a1)? 4 (yo — b1)? — R =0,
(zo — a2)* + (yo — b2)* — R =0,

de unde, prin eliminarea lui zg si yo, se obtine (a3 —a2)?+ (a2 —b2)* — (R? + R3) = 0.

9.1.22 Tangentele prin punctul My(2,—3) la cercul (z — 1)+ (y +5)2 —4 = 0
intalnesc cercul in punctele M7 si Ms. Sa se gaseasca ecuatia dreptei My Ms.

R:xz+2y+5=0.

9.1.23 Si se giseasca ecuatiile tangentelor la cercul z2 4+ 4% + 10z — 2y + 6 = 0
paralele cu dreapta 2x +y — 7 = 0.

R:2z4+y—1=0,22+y+19=0.

9.1.24 Si se giseasca ecuatiile tangentelor la cercul 22 4+ y? — 22 — 2y = 0, perpen-
diculare pe dreapta: x =t, y = —t,t € R.

Riz+y=0,z24+y—4=0.

9.1.25 Si se giseasca ecuatiile tangentelor la cercul 22 + y? — 22 + 4y = 0, perpen-
diculare pe dreapta x — 2y +9 = 0.

R:2x+y—5=0,2xr4+y+5=0.

9.1.26 Si se giseasca dreptele fasciculului (Dyg) a(z—8y+30)+3(x+5y—22) =0,
care determina pe cercul 22 + y? — 2z + 2y — 14 = 0 o coard4 de lungime 2+v/3.

R: C(1,-1), R =4. Din d(C, Dog) = V13 rezulti ecuatia: 2a% — 3a3 + % = 0,
deci dreptele sunt:
20 —3y+8=0, 3x+2y — 14 =0.
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9.2 Sfera

9.2.1 Sa se scrie ecuatia unei sfere in urmatoarele cazuri:

1) Centrul sferei este originea si R = 9.

2) Centrul sferei este in punctul C(5,—-3,7) si R = 2.

3) Sfera trece prin origine si are centrul in punctul C'(4, —4, —2).

4) Centrul sferei este in punctul C(3,—2,1) si trece prin punctul My(2, -1, —3).

5) Punctele M;(2,—3,5) si M2(4,1,—3) sunt extremititile unui diametru.

6) Centrul sferei este originea si planul (P) 16z — 15y — 1224 75 = 0 este tangenta
la sfera.

7) Centrul sferei este in punctul C(3,—5,—2) si planul (P) 22 —y — 324+ 11 =0
este tangent la sfera.

8) Sfera trece prin punctele M; (3,1, —3), Ma(—2,4,1), M5(—5,0,0) si are centrul
in planul (P) 2e4+y—2+3=0.

9) Sfera trece prin punctele:

Ml(lafzafl)v M2(757 10771)7 M3(451711)7 M4(787 7232)

)

R:1)a2+32+22=8L 2) (z—5°+wy+3)°+(:-77"=4 3) R=6, 4
R=17.9)

R?=18. 5) C(3,-1,1), R =21. 6) R =3, 7) R? = 56. 8) C(1,-2,3),
C(~2,4,5), R =09.

9.2.2 Si se giseasca ecuatiile sferelor de razd R = 3 tangente planului (P) z + 2y +
2z 4+ 3 =0 in punctul My(1,1,-3).
R: 01(2, 3, —1), CQ(O, —1, —5)
9.2.3 Sa se calculeze raza sferei tangentd planelor paralele: (P) 3z + 2y — 6z = 0,
(P") 3z 4+ 2y — 62 + 55 = 0.
R: R=5.
9.2.4 O sfera are centrul pe dreapta: (D) 2x+4y—2z—7=0,4c+5y+2z—-14=0

si este tangenta planelor: (P) x +2y —22—2=0, (P")z+2y—2x+4=0. Si se
gaseasca ecuatia ei.

R:(z+1)°+ (-3 +(z-3°—-4=0.

9.2.5 Si se giseasci ecuatiile parametrice ale diametrului sferei (S) 22 + y? + 22 +
2x — 6y + z — 11 = 0, perpendicular pe planul (P) 5z —y + 2z — 17 = 0.

9.2.6 Sa se determine pozitia dreptei D fata de sfera S, daca:
1) D)yz=1—-t, y=t, z=—-1+4t, t € R,
(S)x?+y*+22 -3z —-Ty—2=0.
2) (D)z=5+t, y=t, z=2+t,teR
(S) 2 +y?+ 22 —da —6y+22—-2=0.
3) (D)2x—y+22—-12=0,2x—4y—2+6=0,
(S) 22 +y*+ 22 — 2z +2y+ 42— 43 = 0.
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R: 1) Eliminadnd z, y, 2, se obtine: t?> —¢ = 0, dreapta este secanti sferei in:
M (1,0,—1), M5(0,1,3). 2) 3t2 + 6t + 11 = 0, A = —96, dreapta nu intersecteaza
sfera. 3) Sistemul:

2z —y+22—-12 =0,
20 —4y—2+6=0,
2?2+ +22 —2042y+42—-43=0

are solutie unica: z = 3, y = 2, z = 4, dreapta este tangenta sferei.

9.2.7 Sa se determine pozitia planului P fata de sfera S, daca:

1) (P)z=3, (S) 22 +y*+ 22— 62 +2y — 102+ 10 =0.
2) (P)y=1, (8) a® +y? + 22 + 4z + 2y — 62 + 10 = 0.
3) (P)x=5, (S)a® + ¢ +2° — 2z +4y —22 -3 =0.

R: 1) C(3,-1,5), R =5, d(C,P) = 2, d < R, planul este secant sferei. 2)
C(-2,-1,3), R=2,d(C,P) =2, d= R, planul este tangent sferei. 3) C'(1,-2,1),
R=3,d(C,P)=4,d> R, planul nu intersecteaza sfera.

9.2.8 Sa se gaseasca coordonatele centrului si raza cercului:

(x —3)2+ (y+2)2 + (2 — 1)% = 100,
© { 2x72yfzy+9:0.

R: Perpendiculara prin centrul sferei pe plan are ecutiile: x = 3+2t, y = —2 — 2t,
z = 1 —t, care intersecteazd planul in punctul C’(-1,2,3), d(C,P) = 6, R’ =

VR2 —d? =38.
9.2.9 Sa se gaseasca ecuatiile cercului care trece prin punctele:
M;(3,—-1,-2), My(1,1,-2), M3(—1,3,0).
R: (2 22+ +(2-3)2-27T=0,2+y—2=0.

9.2.10 Si se scrie ecuatia planului tangent sferei (S) 22 +y?+22—49 = 0, in punctul
My(6,—3,-2).

R: 6z — 3y —22—-49=0.
9.2.11 Si se gaseasca ecuatia cilindrului cu generatoarele perpendiculare pe planul
(P) x4+y—22—-5=0,
circumscris sferei (S) 2 +y% + 22 = 1.

R: O dreapté prin punctul My (2o, yo, zo), perpendiculara pe planul P, de ecuatii
parametrice: T = xg +t, y = Yo + t, z = zo 2t, este tangenta sferei S daca
ecuatia 6t2 + 2(wg + yo — 220)t + 3 + y2 + 22 —1 = 0 are radicini reale egale,
adica daci (zo + yo — 220)% — 6(22 + y2 + 22 — 1) = 0. Deci ecuatia suprafetei este:
522 + 5y? + 222 — 2wy + 4oz + dyz — 6 = 0.
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9.2.12 Si se demonstreze cd planul (P) 2z — 6y + 32 — 49 = 0 este tangent sferei
(S) 22 + 9% + 22 — 49 = 0. Sa se calculeze coordonatele punctului de tangenta.

R: My(2,—6,3).

9.2.13 Sa se determine valorile lui a pentru care planul z+y+z—a = 0 este tangent
sferei 22 + y2 + 22 — 12 = 0.

R: a = +6.

9.2.14 S se scrie ecuatia planului tangent sferei (S) (x—3)2+(y—1)2+(2+2)%>—24 =
0, in punctul My(—1,3,0).

R:2x—y—2+5=0.

9.2.15 Si se giseasca ecuatiile planelor tangente sferei (S) (z —3)2 + (y+2)% + (2 —
1)2 — 25 = 0, paralele cu planul (P) 4z + 3z — 17 = 0.

R:42+4+32—-40=0,4x+ 32+ 10=0.

9.2.16 Si se giseasca ecuatiile planelor tangente sferei (S) 22 +y2% + 22 — 102 + 2y +
26z — 113 = 0, paralele cu dreptele:

z+5 y—1 2+13
2 -3 27

R: N =v x v =4i+6j+ 5k, 4z + 6y + 52z — 103 = 0, 4z + 6y + 5z + 205 = 0.

z+7 y+1 2-8

(D) 3 -2 0

(D)

9.2.17 Sa se scrie ecuatia planului care trece prin intersectia sferelor:

(S1) 2(2®> + 2 +22) + 32— 2y +2—-5=0,
(S2) 22 +y*+22 -2 +3y—22+1=0.

R: Scazand ecuatia a doua imultita cu 2 din prima ecuatie, obtinem: bz — 8y +
5z —7=0.

9.3 Suprafete de rotatie

9.3.1 Si se giseasca ecuatia suprafetei obtinute prin rotirea dreptei (D) x = a,
y =1, z= —t, In jurul axei Oz.

R: Metoda 1. Ecuatia suprafetei se obtine prin eliminarea parametrului ¢ intre

ecuatiile:
{ (r —ro)? — (r(t) —10)* = 0,
v-(r—rx(t) =0,

cur(t)=ai+tj—tk, ro = 0, v=k. Se obtine sistemul:

2?2 +y? + 22 — (2t2 +a?) =0,
z4+t=0,
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de unde: 22 + y? — 22 = a2

Metoda 2. Ecuatiile axei de rotatie se pot scrie sub forma:

r_y_=z
(4) 0 0 1

iar ecuatiile curbei C, In cazul nostru ale dreptei D:
C)r=a,y+2=0.

Multimea tuturor cercurilor din spatiu care au centrele pe axa A si sunt situate in
plane perpendiculare pe A sunt caracterizate prin ecuatiile:

Cop) T2+ Y+ 22 =X, z=p.

Un cerc din aceasta familie este o generatoare a suprafetei de rotatie daca intélneste
curba C, deci daca sistemul:

P24+ =N 2= x=a,y+2=0

este compatibil. Rezolvand subsistemul format din ultimele trei ecuatii si inlocuind
solutia obtinuta in prima ecuatie, gasim conditia de compatibilitate:

A—2u2 —a?=0.

Prin eliminarea parametrilor A si u intre conditia de compatibilitate i ecuatiile fami-

liei (C»,) obtinem ecuatia suprafetei de rotatie: 2?4+ y? — 22 = a?.

9.3.2 Sa se gaseasca ecuatia suprafetei obtinute prin rotirea dreptei (D) x = 2 + 3t,
y =2t, z =t, In jurul axei Ox.

R: 5(x —2)% — 9(y? + 22) = 0.

9.3.3 Sa se gaseasca ecuatia suprafetei de rotatie generata prin rotirea parabolei
y? —2x =0, z =0, In jurul axei Ox.

R: y? + 22 = 2u.
9.3.4 Si se gaseasca ecuatia suprafetei de rotatie generata prin rotirea curbei
20—y =0, 22 +y* - 22 =1,

in jurul dreptei
Yy oz

1 2 3

9.3.5 Sa se gaseasca ecuatia suprafetei de rotatie generata prin rotirea cercului
(x—a)?+22-0>=0, y=0, a>Db,
in jurul axei Oz.

R: Se obtine torul: (22 + y? + 2% + a? + b?)? — 4a?(2% +y?) = 0.



CAPITOLUL 10

CONICE SI CUADRICE

10.1 Conice

10.1.1 Fie F gi F' dou& puncte in plan, d(F’, F) = 2c.

1) Sa se arate cd locul geometric al punctelor din plan pentru care suma distantelor
lor la cele doud puncte fixe este o constanta 2a (a > c¢) este elipsa de semiaxe a si
b =+va? — c2. Punctele F si I’ se numesc focarele elipsei.

2) Sa se arate ca pentru fiecare din cele doua focare F' si F” existad cate o dreapta,
(D) si respectiv (D'), perpendiculara pe dreapta F’F' cu proprietatea ci, pentru orice

punct M al elipsei:
dM,F) d(M,F") ¢ _ <1
d(M,D) _ d(M, D) o 7
Dreptele (D) i (D') se numesc directoare corespunzatoare focarelor F si F’.
3) S& se arate ci razele focale r = d(M, F), v’ = d(M, F’) in punctul M sunt date

de:r=a—ex, v =a+ex.

R: 1) Alegem dreapta F'F ca axd Oz si perpendiculara in mijlocul O al seg-
mentului [F'F] ca axd Oy. Atunci conditia din enunt d(M, F) + d(M, F') = 2a, se
scrie

Ve —e)2+y2+/(z+c)2+y? = 2aq,

care prin rationalizare da

2) Din

(z_cmyz—“(“_m)gim—z<‘f+x>

al\ c
rezultd relatiile din enunt. 3) Rezulta din 2) cu ‘e
a

10.1.2 Se da elipsa (E) 922 + 25y2 = 225. Si se giseasci: 1) semiaxele, 2) focarele,
3) excentricitatea, 4) ecuatiile directoarelor.

105
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R: 1) a=2>, [):37 2) c2 2012_1727 1,7‘(470)7 F/(—4,0)7 3) e = E _

2
x = :I:Z5 (Fig. 10.1, Anexa 1).

10.1.3 S& se giseasca ecuatia elipsei de semiaxe a i b gi centru C(xg, o), stiind ca
axele de simetrie ale elipsei sunt paralele cu axele de coordonate.

R: Fie R’ = {C,i,j}, atunci = 2o + 2/, y = yo + ¢/ si ecuatia elipsei in reperul

R’ este
(v — 3?0)2 (¥ — vo)
a? + b2

2

= 1gi deci —1=0.

10.1.4 Sa se verifice ca fiecare dintre ecuatiile urmatoare reprezinta o elipsa si sa
se gaseasca coordonatele centrului, semiaxele, excentricitatea, cat si ecuatiile direc-
toarelor:

1) 522 + 9y% — 300 + 18y + 9 = 0.
2) 1622 + 25y% + 322 — 100y — 284 = 0.
3) 4a? + 3y? — 8z + 12y — 32 = 0.

R: Avem: )
1) C(3,—1),a=3§ib:\/5,e:§,2x—1520, 2z +3 = 0.

3
2) C(1,-2),a=5sib=4 e=¢ 3r-220=03z+28=0.

1
S y=6,y+10=0.

3) C(l,—2),a:2\/§§ib:47e:2

2
10.1.5 Sa se gaseasca ecuatia elipsei de excentricitate e = 3 daca unul dintre focare

este F(2,1) iar directoarea corespunzitoare are ecuatia (D) x — 5 = 0.

R: d(M,F) = ed(M, D) da: 52% + 9y? + 4z — 18y — 55 = 0.

< g o S .. 1 o .
10.1.6 Si se gaseasca ecuatia elipsei de excentricitate e = ok daca unul dintre focare

este F'(3,0) iar directoarea corespunzitoare are ecuatia (D) x +y —1 = 0.
R: d(M,F) = ed(M, D) da: 72 — 2zy + Ty? — 46z + 2y + 71 = 0.
10.1.7 Sa se gaseasca punctele de intersectie ale elipsei E cu dreapta D, daca:
1) (E) 2? + 4y? = 25, (D)z+2y—7=0.

2) (E) 422 4 25y? = 100, (D) 3z + 10y — 25 = 0.
3) (E) 922 + 16y = 144, (D) 3z — 4y — 40 = 0.

3 8
R: 1) M, (4, 2), M5(3,2). 2) dreapta D este tangentd in punctul My (3, 5). 3)

dreapta D este exterioara elipsei F.
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10.1.8 S& se determine valorile lui A € R pentru care dreapta (D) y = mz + A este
tangenta elipsei

Sa se scrie ecuatiile acestor tangente.
R: A2 = m2a? + b2, y = ma £ vVm2a2 + b2

10.1.9 S& se giseasca ecuatia tangentei la elipsa F, prin punctul My(zo,y0) € E,
daca

R:y—yo =m(x—xp), sauy = mx+A, cu A = yg—mzxo. Din problema precedenta

rezultd (yo — mxo)? = m2a® + b% si cum b2 + ay3 = a?b?, gisim
Lox Yoy _
= + 2 1=0.

10.1.10 S& se arate ci prin orice punct My (zo,yo) exterior elipsei

se pot duce doud tangente la elipsa. Sa se gaseasca ecuatia dreptei ce trece prin
punctele de contact.

R: Dreapta y — yo = m(x — xg) este tangenta elipsei daca

2 2

To | Yo
ﬁ + b7 —1>0.
Dreapta contactelor are ecuatia:
Zox | Yoy -
2 2 1=0.

Ea este numita polara punctului My fata de elipsa F.

10 5
10.1.11 Si se gaseasca ecuatia tangentei in punctul My (3, 3> la elipsa

$2 y2
By 4+
)55+ 5
10 5 1, 1 1 2 1
R:Fie (D) x = — +/{t,y = = t, | =02+ -m?)t? A+ -m|t+==
fe(D)a=—5+0y 3+m’(20 +5m> +<3+3m) t5=0

1
A = 0 implica 502 4+ 25m + 20m? = 0, cu solutiile: m = —Zﬁ,m = —/, de unde:
z+y—5=0,z+4y—-10=0.
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10.1.12 Extremitatile segmentului [AB], cu d(A, B) = d, alunecd pe doua drepte

perpendiculare. Sa se gaseasca locul geometric al punctului M care imparte segmentul
_ — —_—

orientat AB in raportul k > 0: AM = kMB.

d . kd
14k 14k

10.1.13 Fie F' si F’ doua puncte in plan, d(F’, F) = 2c.

1) Sa se arate ci locul geometric al punctelor din plan pentru care modulul diferen-
tei distantelor lor la cele doud puncte fixe este o constantd 2a (a < ¢) este hiperbola
de semiaxe a si b = v/c? — a?. Punctele F si F’ se numesc focarele hiperbolei.

2) S4 se arate ca pentru fiecare din cele doua focare F' si F” existd cate o dreapta,
(D) si respectiv (D’), perpendiculard pe dreapta F'F cu proprietatea cd, pentru orice
punct M al hiperbolei:

R: Elipsa de semiaxe a =

AMLF) M F) e
dM,D) _dOLD) o 7"

Dreptele (D) si (D') se numesc directoare corespunzitoare focarelor F gi F’.

R: 1) Alegem dreapta F'F ca axd O si perpendiculara in mijlocul O al segmen-
tului [F'F] ca axa Oy. Atunci conditia din enunt

|d(M, F) — d(M, F')| = 2a,

se scrie

V=077 = Vet o7 + 7| = 2,

care prin rationalizare da
2 2
Ll
a? b

2) La fel ca la elipsa.
10.1.14 Se da hiperbola: (H) 922 — 16y? = 144. S& se giseasci: 1) semiaxele a si
b, 2) focarele, 3) excentricitatea, 4) ecuatiile directoarelor.

R:1)a=4,b=32) F(5,0), F(-5,0),3) e = -,
1).

10.1.15 Fie hiperbola:

16
4) = :tg (Fig. 10.2, Anexa

.1?2 y2

si My, cu |A| > a, un punct al hiperbolei H de abscisa . Sa se arate ca pentru oricare

din dreptele (D) y = £—x, avem:
a

lim d(My,D) = 0.

[A|— o0

Dreptele D se numesc atunci asimptote ale hiperbolei H.
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R: Intr-adevar,

bIA = VA — a2
lim d(M,D)= lim bp-va -l
A0 Moo Va2 1 02

10.1.16 Si se gaseascd ecuatia hiperbolei de semiaxe a si b si centru C'(xo, yo), stiind
ca axele de simetrie ale hiperbolei sunt paralele cu axele de coordonate.

10.1.17 S& se verifice ca fiecare din ecuatiile urmatoare reprezinta o hiperbola si
sa se gaseasca coordonatele centrului C, semiaxele a si b, excentricitatea, ecuatiile
directoarelor si asimptotelor:

1) 1622 — 9y — 64x — 54y — 161 = 0.
2) 922 — 16y% + 90z + 32y — 367 = 0.
3) 1622 — 9y?64x — 18y + 199 = 0.

R: Avem: .

1) C(2,-3),a=3,b=4,e= 3 ecuatiile directoarelor: 5z — 1 =0, 52 — 19 = 0,
ecuatiile asimptotelor: 4o — 3y —17=0,4z+ 3y +1 = 0.

2) C(-5,1), a =8, b =6, e = 1,25, ecuatiile directoarelor: = = —11,4, x = 1,4,
ecuatiile asimptotelor: 3z 4+ 4y + 11 =0, 3z — 4y + 19 = 0.

3) C(2,-1), a =3, b =4, e = 1,25, ecuatiile directoarelor: y = —4,2, y = 2,2,
ecuatiile asimptotelor: 4z + 3y — 5 =0, 4o — 3y — 11 = 0.

10.1.18 Sa se gaseasca ecuatia unei hiperbole daca se cunoagte excentricitatea e =

5
" unul din focare F'(5,0) si ecuatia directoarei corespunzitoare acestui focar
(D) 5z — 16 = 0.
R: Din d(M, F) = ed(M, D) sau din o e, se obtine: a =4, b =+/c? —a? = 3.
a

10.1.19 Sa se gaseasca ecuatia unei hiperbole daca se cunoagte excentricitatea e =
v/5, unul din focare F (2, —3) si ecuatia directoarei corespunzatoare acestui focar

(D)3x—y+3=0.
R: Din d(M, F) = ed(M, D) se obtine: 722 — 6zy — y* + 262 — 18y — 17 = 0.
10.1.20 Sa se gaseasca punctele de intersectie ale hiperbolei H cu dreapta D, daca:
=1, (D)2x—y—10=0.

=1, (D)4x —3y—16=0.

(D) 22—y +1=0.
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14 2
R: 1) M1(672)a M2 <3a _g

3) dreapta D este exterioara hiperbolei H.

25
> . 2) dreapta D este tangenta in punctul My (4, 3> .

10.1.21 S& se determine valorile lui A € R pentru care dreapta y = mx + X este
tangenta hiperbolei

Sa se scrie ecuatiile acestor tangente.
2 2.2 32 2,2 _ b2 b
R: A\ =m*a® — b%, y = mx £ vVm2a? — b2, cu |m| > —.
a

10.1.22 Si se giseasca ecuatia tangentei la hiperbola H prin punctul My (zo,yo) €
H, daca
2 2
x Y
H Z-pE=t

R: Ludm (D) & = xo + £t, y = yo + mt. Deoarece My € H, rezulti

2 m?\ , lxog  myg

<a2b2>t ”<a252>t
Dreapta este tangentd daci t; = to = 0, care da fzob? = mypa?, de unde ecuatia
tangentei:

@ T
10.1.23 Si se gaseasca ecuatiile tangentelor la hiperbola H paralele cu dreapta D,
daca:
© Y (D) 1053y +9—0
H —_——_—— = — — U.
(H) 1=~ L =1, (D) 102~ 3y +

R: (D;) 10z — 3y — 32 =0, (D3) 10z — 3y + 32 = 0.

10.1.24 Si se giseasca ecuatiile tangentelor la hiperbola (H) 2% —y? = 16 care trec
prin punctul My(—1,7).

R: (D) 5z — 3y — 16 = 0, (Dy) 13z + 5y + 48 = 0.

10.1.25 O hiperbola trece prin punctul My(v/6,3) si este tangents dreptei (D) 9z +
2y — 15 = 0. Sa se gaseasca ecuatia acestei hiperbole stiind ca axele sale de simetrie
coincid cu axele de coordonate.

R: Se obtine:
2?2 322 4y?
H — —Z_ =1 _— =

10.1.26 Fie D o dreaptd in plan si F' un punct, d(F, D) = p. Sa se arate cd locul
geometric al punctelor din plan egal departate de dreapta D, numita directoare, si
punctul F', numit focar, este o parabola de parametru p.
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R: Alegem drept axa Oz perpendiculara in F' pe dreapta D, iar ca axa Oy per-
pendiculara pe Oz in mijlocul O al distantei de la D la F. Atunci: F (g,()), iar

(D) x4+ g = 0. Din d(M, F) = d(M, D), rezultd ecuatia y* = 2pz.

10.1.27 Sa se gaseasca coordonatele focarului F' si ecuatia directoarei D ale para-
bolei y? = 4x.

R: F(1,0), (D) z+1 =0 (Fig. 10.3, Anexa 1).

10.1.28 Si se gaseascd ecuatia unei parabole cu varful in punctul My(zo,yo), de
parametru p, cu axa de simetrie paralela cu axa Oz.

R: Fie R' = {Mo,1,j}. Atunci r =1 + 1’ si din y"? = 2pa’ obtinem (y — yo)? =
2p(z — ).

10.1.29 Si se arate ca fiecare din ecuatiile urméatoare definegte o parabola si sa se
determine coordonatele varfului, parametrul p si ecuatia directoarei:

1)y? =4 —8. 2)y?>=—6x+4. 3) 2 = 6y + 2.
1
hat=2-y 5Hly=_2"+a+2 6)r=2"—12+14

2
R: 1) My(2,0), p=2,2+1=0.2) M, (3,0>,p_3, 6z — 13 = 0.
1 1
3) Mo(0,~3), p=3, 6y +11=0. 4) Mo(0,2), p = 5, 4y ~ 9 =0.

5) My(—2,1),p=2,y=0. 6) Mo(—4,3), p=~, 82+ 33 = 0.

10.1.30 Si se arate ca ecuatia (DS) 22 — 4y? = 0, defineste o pereche de drepte
secante.

R: Ecuatia se mai scrie: (x — 2y) (z + 2y) = 0 (Fig. 10.4, Anexa 1)..

10.1.31 Focarul F” si directoarea corespunzatoare D’ ale unei elipse de semiaxe a
si b sunt fixe, in timp ce distanta d(F’, F) = 2¢ variaza, ¢ € (0,00). S& se cerceteze
variaia cu ¢ a excentricitatii acestei elipse gi a varfurilor A gi A’. S&a se arate ci
pentru ¢ — oo elipsa devine o parabold de parametru p = d(F’, D’).

a® a® —c? b2
R: Fie p =d(F',D’) = — —c= = deci b? = pc, cu p = const, iar

c c
e=—= .
a c+p

Fie P intersectia directoarei D’ cu axa Ox. Avem céa:

a’? = c(p+ c). Rezulta ca

2

2
d(P,A") = %fa:ercf\/c(erc), d(P,A):%+a:p+c+ Velp+e).
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lim e(c) =1, lim d(P,A) =2, 1lim d(P,A) = .
c—00 c—00 2 c—00
Alegem un reper ortonormat cu axa Ox perpendiculard in F’ pe D’ si originea O

la mijlocul distantei intre F’ si D’. Atunci C (c + g, 0). Ecuatia elipsei cu centrul

Atunci:

in punctul C se scrie:
(a: c p>2 2 2 (J: p)2

_ ez 5 _r
2 +y—71:08auy—: @ 2/

c(e+p) cp D c+p c+p

La limit&, pentru ¢ — 0o, se obtine de aici: y? = 2pz.

10.2 Cuadrice

10.2.1 S3 se verifice ca planul z = A\, A € (—1, 1), intersecteazi elipsoidul

$2 y2
E) —+Z +22-1=0
(E) o T A

dupa o elipsa. Sa se gaseasca semiaxele sale.
R: a=3v1— X2, b=2y1—- )2 (Fig. 10.5, Anexa 2).

10.2.2 Sa se verifice ca planul x — 2 = 0 intersecteaza elipsoidul

2 2 2
X z
LA

B) T+l =
()16+12 4 0

dupa o elipsa. Sa se gaseasca semiaxele gi varfurile sale.
R:b=3, c=+/3, B(2,3,0), B'(2,-3,0), C(2,0,v/3), C"(2,0, —/3).
10.2.3 Sa se verifice ca planul z — 2 = 0 intersecteaza hiperboloidul cu o panza

2 Q_i_ _
(H1)£C+y 1 1=0

dupa un cerc. Sa se gaseasca raza si centrul sau.

R: R =+/2, C(0,0,2) (Fig. 10.6, Anexa 2).
10.2.4 Sa se verifice ca planul z — 1 = 0 intersecteaza hiperboloidul cu o panza
22 2 22

H) ——=+—-1=
) 55813 0

dupa o hiperbola. Sa se gaseasca semiaxele gi varfurile sale.

R:a=4,b=3, A(4,0,1), A/(—4,0,1).
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10.2.5 Sa& se verifice ca planul z = A\, A € (—1, 1), nu intersecteazi hiperboloidul cu
doua panze

72

Y2
(HQ) Z+Z_22+1:O

R: Ecuatia 22 + y? + 4 (1 — A?) = 0 nu are solutii pentru A € (—1,1) (Fig. 10.7,
Anexa 2).

10.2.6 Si se verifice ca planul z = A%, X\ > 0, intersecteaza paraboloidul eliptic (PE)
2% 4+ y? = z dupd un cerc. Sa se giseasci raza si centrul siu.

R: R= X, C(0,0,)) (Fig. 10.8, Anexa 2).

10.2.7 Si se verifice ca planul z = 0, intersecteaza paraboloidul eliptic (PH) 2% —
y? = z dupi doud drepte concurente.

R:z—y=0,z+y=0(Fig. 10.9, Anexa 2).

10.2.8 Sa se verifice ca planul y + 6 = 0 intersecteaza paraboloidul hiperbolic

x2 y2

dupa o parabola. Sa se giaseasca parametrul si varful ei.
3
R:p=15V 0,—6,—5 .

10.2.9 S& se gaseascd ecuatiile proiectiilor intersectiei paraboloidului eliptic (PE)
y? + 2% = x cu planul (P) z + 2y — z = 0 pe planele de coordonate.

R: Pe Oxy: 2® + 4y +5y> —2 =0, 2=0; pe Oyz: > + 22+ 2y —2 =0, 2 = 0;
pe Oxz: 2 — 222+ 522 —4x =0, y = 0.

10.2.10 Ce curba rezulta din intersectia elipsoidului

3?2 y2 252
E)—+2Z 4+ -1=0
E)5+T+3

cu planul (P) 2z — 3y — 7 = 0. Sa se giseasca centrul sau.

R: Se cerceteaza proiectiile intersectiei pe planele de coordonate. Eliminand suc-
cesiv x, y intre cele doua ecuatii se obtin doi cilindrii patratici eliptici. Deci intersectia
este o elipsa. Centrul elipsei se proiecteaza in centrul proiectiei. Se obtine C(2,—1,0).

2
10.2.11 S se gaseasca curba de intersectie a paraboloidului hiperbolic (PH) % —
2
% =y cu planul (P) 3z — 3y + 4z + 2 = 0. S& se giseasca centrul sau.

R: Se procedeaza ca la exercitiul precedent. Se obtine o hiperbola cu centrul in
punctul C(1, -1, —2).
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2 2
10.2.12 Si se demonstreze cd paraboloidul eliptic (PFE) % + ZZ = 2y si planul (P)

2z — 2y — z — 10 = 0 au un singur punct comun. Sa se determine coordonatele sale.

R: Eliminand pe y obtinem: (2z — 18)%2 + (32 +6)2 = 0, de unde: z = 9, y = 5,
z = —2 (planul este tangent paraboloidului).

2 .2 2
10.2.13 Si se demonstreze ca hiperboloidul cu doud panze (Ha) 9; + yz — ;—5 +1=0

si planul (P) 5242z +5 = 0 au un singur punct comun. S& se determine coordonatele
sale.

R: Se procedeaza ca la exercitiul precedent. Se obtine C(3,0,—10) (planul este
tangent hiperboloidului).

10.2.14 Si se determine valorile lui m € R pentru care planul (P) x—2y—2z+m =0

22 g2 2
este tangent elipsoidului (E) 11 + 3 + 3 —1=0.

R: m = £18.

10.2.15 Si se giseasca planele tangente elipsoidului (E) 422 + 1692 + 822 — 1 = 0,
paralele cu planul (P) z — 2y + 2z 4+ 17 = 0.

Rix—2y+22—-1=0,z—2y+2z4+1=0.

10.2.16 Si se gaseasca punctele de intersectie ale cuadricei I' cu dreapta D daca:

2 y? 22 r—3 y—4 z+2
NI —+=+—-1=0, (D = =
)()8%+36+92 (D) 3 —6 ) 4

T y z . £7l72+
2) () 1§+92 1 1=0, (D)47_37 Y

T Y z+1 y—2 243
IS +L -, (D) - =22

z2  y? r y—2 z+1
HI) g - =5 D) 3="% =5

R: 1) M1(3,4,-2), M(6,-2,2). 2) My(4,—3,2) (dreapta este tangentd cuadri-
cei). 3) dreapta nu intersecteaza cuadrica. 4) D C T'.

10.2.17 S&i se arate ca planul (P) 2z — 12y — z + 16 = 0 intersecteazi paraboloidul
hiperbolic (PH) x? — 4y? = 2z dupa doud generatoare rectilinii ale caror ecuatii se
cer.

R Fie (D) r = ro+tv o generatoare. Atunci v(2,1, 2z9—4yo), v'(2, —1, 229+4yo),

—2,1,0), M{(4,2,0) € PH N D. Deci ecuatiile celor doua generatoare sunt:
42 _y-1 1 =z x—4 _y=-2 2z
(D) (D)
2 1 =8 2 -1 16
10.2.18 Si se arate ca planul (P) 4z — 5y — 10z — 20 = 0 intersecteaza hiperbolidul
2 2 2
cu o panza (Hyp) B + % - 1 = 0 dupa doua generatoare rectilinii ale caror

ecuatii se cer.

R:(D)y+22=0,2—5=0,(D")2x—52=0,y+4=0.



CAPITOLUL 11

CURBE ALGEBRICE DE
ORDINUL AL DOILEA

11.1 Reducerea la ecuatia canonica
11.1.1 Sa se gaseasca ecuatia conicei care trece prin punctele:

1) MO( ) )7 Ml(_lao) M2 0 2) (

0,0 2,1) 4(—1,3).
2) My(0,0), M;(6,0), M(0, 3) M3(2,2), M.

2), May(~2,1).
R: 1) 322 + 22y + 2y% + 3z — 4y = 0. 2) 22 + 4oy + 4y? — 62 — 12y = 0.

11.1.2 Sa se gaseasca centrele urmatoarelor conice:

1) 22 —2zy+2y* — 4o — 6y +3=0. 2)32? —2xy+3y?+4r+4y —4=0.
3) 222 — 3xy —y? + 32+ 2y = 0. 4) 2% — 2oy + 9% — 4o — 6y + 3 = 0.
5) 2+ 22y +y? — 20 —2y—3=0. 6) 922 — 122y + 4y*> — 9 = 0.

R: 1) C(7,5). 2) C(—1,-1). 3) C(0,1). 4) Fara centru. 5) Cu dreapta de centre:
2z 4+ 2y — 1 =0. 6) Cu dreapta de centre: 3z — 2y = 0.

11.1.3 Sa se gaseasca ecuatiile reduse la centru ale conicelor:

1) 722 + 4oy + 4y? — 402 — 32y + 5 = 0.
2) 2?2 —2zy + 22 +2y+1=0.
3) 622 — day + 9y? —4xr — 32y — 6 = 0.

(2,3) = —83, 72’2 + 42’y + 42 — 83 = 0.

F
2 — 2x’y’ +4=0.
2 dx'y' +9y"? — 40 = 0.

C(1,2),

R: 1) C(2,3),
2) (x
3) C(1,2), 62’

11.1.4 Sa se gaseasca reperul canonic si ecuatia redusa a conicei de ecuatie:

115
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F(x,y) = ba? — 6ay + 5y*> — 8z — 8y + 8 = 0.

. [ 5 -3 | —4 10| -2
R: Avem [A|B] = 3 5 | -4 } [ 01 | -2
este cu centru C'(2,2). Dupa translatia de vector ro = 2i 4 2j, ecuatia conicei devine

2 _6x'y + 5y'? — 8 = 0. Ecuatia caracteristici este A> — 10\ 4+ 16 = 0, iar valorile

proprii si vectorii proprii corespunzatori sunt:

], deci r = 2, conica

1 1
)\:27 i*:7i+.’ )\:8, '*:7_i+.,
1 ﬁ( )P j \/5( J)
cu det C = +1. In reperul canonic R* = {C,i*,j*} conica are ecuatia:
*2
222 + 8y*2 —8 =0, sau 1 +y2—1=0

si este deci o elipsd de semiaxe a = 2, b =1 (Fig. 11.1, Anexa 1).
11.1.5 Sa se gaseasca reperele canonice si ecuatiile reduse ale conicelor de ecuatii:

)596 + 4xy + 8y — 322 — 56y + 80 = 0.
2) 922 — dxy + 6y% + 62 — 8y + 2 = 0.
3)5x + 120y — 220~ 12y ~19 =0,

4) Tz — 8xy +y? — 6z + 6y +1=0.

5) 922 + 24xy + 16y> — 40x + 30y = 0.

6) 4oy + 62 — 2y — 3 =0.

7) 922 + 24xy + 16y% — 422 — 56y — 51 = 0.
8) zy = 1.

R: 1) C(2,3), F(2,3) = —36. Ecuatia redusi la centru: 522 +4a"y’ +8y'%2 —36 = 0.
Ecuatia caracteristicia: A? — 13\ + 36 = 0, cu valoriile proprii si vectorii proprii
corespunzatori:

1
A1 =9, i" = —({+2j),
Ao =4, = —(=2i+]).
I*2 y*Q
Ecuatia redusa este: 1 1+ 5 1=0.
2) 52*2 + 10y*2 — 1 = 0.
*2 y*2
3) - — Y 1 =0 (Fig. 11.2, Anexa 1).
4) z* —1=0.
5)r = 1 r’ = 2, conica fara centru (paraboli). Ecuatia caracteristica: A2 — 25\ =
0,
. 1. ..
)\1 = 07 i* = 3(41 - 3-])a

1
Ay =25, " = £ (31 +4j).

Ecuatia in reperul R* = {0, i*,j*} este: y*? = 22* (Fig. 11.3, Anexa 1).
6) 222 — 2y*? = 0. 7) y*? — 4 =0 (Fig. 11.4, Anexa 1).
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11.2 Proprietati diametrale si asimptotice
11.2.1 Sa se gaseasca punctele de intersectie cu axele de coordonate ale conicelor:

a2 +ay+2y2 —Tr— 12y +10=0. 2) 2% +4oy —4x —y+4=0.
3)a?—4dx—y+3=0. 4) 2% + 62y + 9y% — 18y = 0.

R: 1) (2,0), (5,0), (0,1), (0,5). 2) (2,0), (2,0), (0,4). 3) (1,0), (3,0), (0,3). 4)
(0,0), (0,2).

11.2.2 Sa se gaseasca punctele de intersectie ale conicei
() 2% — 22y — 3y*> — 4 — 6y +3=0

cu dreptele:

1)bx—y—5=0. 2)x+2y+2=0.
€xr = —t, .’L‘:?)ﬁ,
3){3/:47,‘, teR. 4){31:15, teR.

R: 1) (1,0), (;—2) 2) ()N (D) = 0. 3) t1 = 0, (1,0), £5 = —1—2, (fg—‘fg)

1 /11
Hto==,=,=].
) 0 67 (27 6)
11.2.3 Sa se scrie ecuatia tangentei la conica (T):

1) 22 — day + 9y? + 22 — 14y = 0 in punctul My(0,0).
2) 222 + day — y? + 4z — 8y — 12 = 0 in punctul My(2,2).

R: 1) My € (T), zox — 2(zoy + zy0) + Yyoy + (z + x0) — 7(y + yo) = 0, deci:
z— Ty =0.
2) My € (T), —a + Ty — 12 = 0.

11.2.4 S& se scrie ecuatiile tangentelor la conica (I') in punctele de intersectie cu
axele de coordonate:

D a?—bey+3y2+5x+3y—6=0. 2) 22 -2y —5x+4y+6=0.
R: 1) M1(—6,0), M2(1,0), =7z + 33y — 42 = 0, T — 2y — 7 = 0, M3(0,—2),
My(0,1), 152 — 9y — 18 =0,y — 1 = 0.
2) M;(2,0), M2(3,0), —z+4y+2 =0, x + 4y — 3 = 0, M3(0,—1), M4(0,3),
-5+ 8y+8=0, —bhx —8y +24 =0.
11.2.5 Sa se scrie ecuatiile tangentelor din origine la conica

(T) 322 + Tay +5y° +4x+5y+1=0

i sa se gaseasca punctele de contact ale acestora cu conica.
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R: Fie (D) x = lt, y = mt, (302 + Tlm + 5m*)t>2 + (40 +5m)t +1 = 0, A =
2
402 +120m + 5m? = 0, v1(5,—2), vo(1,2), 2 + 5y = 0, M, (1, 5), 2c +y = 0,

12
My (=,—2).
+(5-3)

11.2.6 Sa se scrie ecuatiile tangentelor duse din punctul My la conica (T"), daca:

1) My(3,4), (T') 222 — 4oy + y? — 22 + 6y — 3 = 0.
2) Mo(=2,1), () 322+ 2zy + 2y + 3z — 4y = 0.

R: 1) Fie (D) x = 0t +3, y = mt + 4, (202 — 4m + m?)t> — 2(30 —m)t +1 = 0,
A=T70—20m=0,v(0,1), vo(2,7), 2 =3, Tx — 2y — 13 = 0.
9) My € T, 7z + 4y + 10 = 0.

11.2.7 S& se arate c& dreptele (D) Tx—8y+1 = 0i (D2) 3z —2y = 0 sunt tangente
la conica (') 22 + 2xy — 4y? + 3z — 2y = 0 si si se afle punctele de contact.

R: (D1)N () = Mi(1,1), (D2)N (') = M2(0,0).

11.2.8 Sa se determine A € R astfel ca dreapta (D) 2z —y + A = 0 si fie tangenta
la conica (') 22 — 4xy + y? — 22 + 4y — 3 = 0 si s4 se afle punctele de contact.

Riy=22+A\ —322+ 62+ A2 +4\—3, A =43A2+12)) =0, \; = 0, (Dy)
2x — Yy = O, Ml(l,Q), )\2 = 74, (DQ) 2x — Yy — 4= O7 M2(1,72)

11.2.9 Si se scrie ecuatiile tangentelor la conica (I') 2? + zy +y* + 22 +3y—3 =0
paralele cu dreapta (D) 3z + 3y — 5 = 0. Sa se afle punctele de contact.

R: Dreapta (D) 3z + 3y — A = 0 este tangenti conicei (I') pentru A; = —18,
5 8
Ao =—=2, My (—=,—= |, Mx(1,0).
2 ) 1< 3a 3>a 2( ) )

11.2.10 S4 se scrie ecuatia pétratica a tangentelor prin punctul My(zg,yo) la con-

ica:
2 2 2 2
T Y . z y _ 2 _

R: Fie (D) © = xo + lt, y = yo + mt.
1) A = a?b? [(b? — y3)0? + 2zoyolm + (a® — 23)m?)| = 0, deci:

(0% = y3)(x — w0)* + 2xoyo(z — 20)(y — yo) + (a® — 25)(y — yo)*) = 0.

2) A = a?b? [(y3 + b*)0? — 2zoyolm + (2% — a®)m?] = 0, deci:

(W5 + b*)(x — w0)* = 2xoy0(z — 20) (y — Yo) + (x5 — a®)(y — yo)* = 0.

3) A =p[pl? — 2yolm + 2zom?] = 0, deci:

p(z — 20)* = 2y0(z — 20)(y — yo) + 220(y — yo)* = 0.
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11.2.11 S& se gaseascd diametrul conjugat directiei v (1,2) in raport cu conica:
2207 —y? +42—1=0,
precum si diametrul conjugat lui.
R: v-U(r) =LF(z,y) + mFy(z,y) =0,z —y+1=0,2x —y+2=0.

11.2.12 Sa se scrie ecuatia diametrului paralel cu axa absciselor gi ecuatia diametru-
lui conjugat lui in raport cu conica:

22 4 5xy — 3y? + 3z + 16y = 0.
R:y+1=0,4c+5y+3=0.
11.2.13 Sa se scrie ecuatiile a doi diametri conjugati ai hiperbolei:
322 — 2% —12 =0,
stiind ca unghiul dintre ei este %

v-v/ V2

, ————— = —— . x—2y =0,3x —y = 0 sau x + 2y = 0,
VI vl 2

R:g(v,v)) =0
3z +y =0.

11.2.14 Si se scrie ecuatia diametrului parabolei: z? —6zy+9y% — 122 +14y—7 =0
care trece prin origine.

R:l=7,m=6,z—3y=0.
11.2.15 Sa se gaseasca ecuatiile axelor principale ale conicelor:

1) 322 + 2zy + 3y + 62 — 2y — 5 =0.
2) 52 + 24xy — 2y + 4w — 1 = 0.
3) 22 —3zy +y>+1=0.

R: Ecuatia unei axe principale este: ¢F) (z,y) + mFs (z,y) = 0 cu (¢, m) dati de:
a12 (m2 - 32) + (a11 — CLQQ) fm = 0.
D2x+2y+1=0,z—y+2=0.

11.2.16 Si se ecrie ecuatia axei parabolei: 2 — 2zy + y2 +x — 2y = 0.
3
R: Ecuatia axei unei parabole este: a11Fy (z,y)+a12F (z,y) =0, 22 —2y+ 3= 0.

11.2.17 Sa se raporteze la axele principale de simetrie si sa se reprezinte grafic
conicele:

1) 222 — 122y — Ty? + 8z + 6y = 0. 2) 922 — 4oy + 6y> + 62 — 8y + 2 = 0.
3) 22y +3r—y—2=0. 4) 522 + 4ay + 8y? — 322 — 56y + 80 = 0.
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11.2.18 Si se gaseasca ecuatia patratica a asimptotelor hiperbolei de ecuatie

2 2

z Y
2 2
R: Avem: — — i 0. Adica ecuatiile asimptotelor hiperbolei sunt y = +— x.
a a

11.2.19 Si se gaseasca ecuatiile asimptotelor conicelor:

1) 2?2 —4y? — 22+ 6y — 1 =0.
2)3zy — 9z —y+7=0.

3)22% +ay —y? —bx+y=0.
4)2? —y? — 6z +4y +2=0.

5) 22 —xy — 6y? —x + 13y — 10 = 0.

R: Ecuatia unei asimptote este: £F) (z,y) + mFs (z,y) =0 cu (¢, m) dati de:
a110? + 2a120m + azom? = 0.

N2x+4y—-5=0,20 —4y+1=0.
2)y—3=0,3z—1=0.



CAPITOLUL 12

SUPRAFETE ALGEBRICE
DE ORDINUL AL DOILEA

12.1 Reducerea la ecuatia canonica
12.1.1 Sa se gaseasca reperul canonic si ecuatia redusa ale cuadricei:

F(z,y,2) = 2%+ 3y? + 4yz — 62 + 8y + 8 = 0.

R: Avem:
100 | -3 100 | -3
[ABl]=|0 3 2 | 4 | ~]10 1 0 | 01,
0 2 0 | 0 0 0 1 | 2

deci r = 3, cuadrica este cu centru C(3,0, —2). Dupa translatia de vector ro = 3i—2k,
ecuatia cuadricei devine

2?43y 44y —1=0.

Ecuatia caracteristica este A> — 4\? — X\ +4 = 0, iar valorile proprii si vectorii proprii
corespunzatori sunt:

1
(2j+k), As=-—1, k* = —(—j+ 2k),

V5

cu det C' = +1. In reperul canonic R* = {C,i*,j*,k*} cuadrica are ecuatia:

)\1:15 i*:i7 )\2:47 j*:

Sl

$*2+4y*272*27110
si este deci un hiperboloid cu o panza.
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12.1.2 Sa se gaseasca reperul canonic gi ecuatia redusa ale cuadricelor:

1) 522 + 6y% + 722 —43:y+4yz—10x+8y+142—6—0
2) 222 + 5y? + 1122 — 202y + 4wz + 16yz — 242 — 6y — 62 — 18 = 0.
3)4xy—z —4r —4y —4=0.
4) y? — 2?2 —|—4xy dzxz — 6 + 4y +22+8=0.
5) o2 +y + 22 +xy+a:z+yz+2x+2y+4z+270
6) 2022 +8y + 1722 — 8xy + 2822 — 20yz + 282 — 20y + 34z — 19 = 0.
7) 322+ 22 —224+1=0.
8) 922 — 4y? + 322 — 242 — 16y — 62 + 3 = 0.
9) 22 — 222 + 22 +4x — 2y — 22 = 0.
R: 1)
ristica: (

r = 3, cuadrica cu centru, C'(1,0,—1), F(1,0,—1) = —18, ecuatia caracte-
A—3)(A\% — 151 + 54) = 0,

1
A =3, i*=-(2+2j—k),

Ao =6, j*==(2i—j+2k),

gl(
A3=9, k*= g(i— 2j — 2k),
*2 *2 *2
+¥ 4
2) r = 3, cuadrica cu centru, C(0,—1,1), F(0,—1,1) = —18, ecuatia caracteristica:
A3 —18X2 — 81\ + 1458 = 0,

det C' = +1, ecuatia redusa: =1, elipsoid.

1
AL =9, if=-(2i—j+2k),
=18, j=(i-2)-2%),

1
=9, k= S(2i+2 k),

*2 *2
det C' = 41, ecuatia redusa: % +y*2 — z2 = 1, hiperboloid cu o panza.
3) r = 3, cuadricd cu centru, C(1,1,0), F(1,1,0) = —8, ecuatia caracteristica:
(A +1)(\2—4) =0,
M= 2= (1) =1L =k A=2 k= =(i+])
= =41 = —F=(—1 ) =4 =K, = 4 = —=\ )
1 \/i J 2 J 3 \/Q J
det C' = +1, ecuatia redusa:
*2 *2 *2
_I — y + z = 1’
4 8 4

hiperboloid cu doua pénze.
4) r =2, 7 = 3, cuadrica fara centru, ecuatia caracteristici: A(\2 —9) = 0,

1
Moo= o300 = (2 2k,
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1
Ay = 3, j*:§(2i+2j—k),
1
Az = 0, k*:§(—i+2j+2k),
detC' = +1,
1 2 -1 2 -3 -2
B*:tchg 2 2 -1 2 | =| -1
-1 2 2 1 3

In reperul R* = {0, i*,j*,k*} ecuatia cuadricei se scrie: —3z*2 + 3y*2 — da* — 2y* +
62" +8 =0 saw:

3 *+2 2—i—3 1 2+6 *—l—§ 2—0
x 3 Y 3 z 5) =0
R ’ 21 P . : % 2 2 !
Luand punctul O ~3375 ca origine, obtinem ecuatia redusa: z'* — ¢y’ = 22/,
paraboloid hiperbolic.
5)r =3, C(0,0,-2), 42*2 + y*2 + 2*2 — 4 = 0, elipsoid.
6) r = 2, ' = 2, cuadrica cu dreapta de centre: x =t, y = —2t, z = —1 — 2t.
Alegem C(0,0,—-1), F(0,0,—1) = =36, A\; =9, Ay =36, A3 =0,

o2 o2
C=g| 2 -1 -2,
-1 2 -2

ecuatia redusi: 92*? + 36y*2 — 36 = 0, cilindru eliptic.
7) Ecuatia se mai scrie: 322 + (z — 1)2 = 0. Efectuam translatia: © = 2/, y = ¢/,
z = 2’ + 1 si ecuatia devine: 32'2 + 2’2 = 0, o pereche de drepte secante imaginare.

8) r = 3, ' = 3, cuadricd cu centru, C(g, —2,1), ecuatia redusa: 922 — 4y'% +
32’2 =0, con real.
1
9)r = 1,7 = 2, cuadrica fara plan de centre, A2(A—2) =0, \; = 2, i* = ﬁ(i_k)’
1
Xo=0,ms=2j =j k* = —(i+k), det C = +1,
2 2=2,j" =] ﬁ( )
3v2
1 1 0 -1 2 2
B*='CB=—1{0 V2 0 -1 |=] -1
V21 0 1|4 V2
2

In reperul R* = {0, i*,j*, k*} ecuatia cuadricei se scrie:

2
22*2 + 32"V2 — 2 (y* — {z*) =0.
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In planul Oy*z* efectuam rotatia:

T =a",y :% y—2z , 2 :—6 7y+z

si ecuatia devine: 222 + 32**\/2 — y**\/6 = 0, sau:

devine: 222 — y/\/6 = 0, cilindru parabolic.
12.1.3 Sa se discute dupa valorile parametrului real A natura cuadricei:
9N+ 1)z? — 16(\ — 3)y? +36(\ — 2)22 — 18(A + 1)z — 64(\ — 3)y — 55X\ + 57 = 0.
R: Ecuatia se mai scrie:
20+ 1)(z — 1)* = 16(A = 3)(y + 2)* + 36(\ — 2)z° — 144 = 0,
sau, efectuand translatia z =2’ + 1,y =19 — 2, 2 = 2/,

>‘+1 2 )‘*3/2 >‘72/2
AT —1.
16 g ¥t 7

Natura cuadricei este precizata in tabelul care urmeaza:

A p1 | p2 | p3 Cuadrica
A< —1 — | + | — | Hiperboloid cu doua panze
A=-1 0 | + | — | Cilindru hiperbolic
—1<A<2| 4+ | + | — | Hiperboloid cu o panza
A=2 + | + | 0 | Cilindru eliptic
2<A<3 | + | + | + | Elipsoid
A=3 4+ | 0 | + | Cilindru eliptic
A>3 + | — | + | Hiperboloid cu o panza

12.1.4 Sa se discute dupa valorile parametrului real @ € R natura cuadricelor:
1) 22 + 9% + 22 + 2a(ay + w2 + yz) = 0.
2) 22 + (a+ 1)y? + az? + 22y — 2yz + 22+ 22+ 4 = 0.

R: 1) det A = 20® —3a%? +1 = 0, pentru: a3 = —=, az = 1, my = 2. Pentru

1
1 2 1
aceR\ {75, 1}, r = 3, cuadrica cu centru, C(0,0,0). Pentru a = = r =2,



12.2. PROPRIETATI DIAMETRALE SI ASIMPTOTICE 125

3

2’
my = 2, A = 0, ecuatia redusi: z*2 4 y*2 = 0. Pentru o = 1, » = r' = 1, cuadrici cu
plan de centre. Ecuatia caracteristica: A3 —3X%2 =0, A\; = 3, Ay = 0, my = 2, ecuatia
redusi: z*2 = 0.

2) det A =a? —1=0, pentru: a3 = —1, ag = 1. Pentru a € R\ {-1,1}, r = 3,
cuadricd cu centru. Pentru o = —1, r = 2, v/ = 3, cuadricd fard centru. Ecuatia
caracteristicd: A2 —3 =0, \; = V3, Ao = —V3. Pentru o = —1, 7 = 2, 7/ = 2,
cuadricd cu dreaptd de centre. Ecuatia caracteristica: A3 — 42 +3X = 0, A\; = 1,
Ao =3, A3 =0.

9
cuadrics cu dreaptd de centre. Ecuatia caracteristici: A — 3\2 + 1)\ =0, \; =

12.2 Proprietati diametrale si asimptotice

12.2.1 Sa se gaseasca punctele de intersectie cu axele de coordonate ale cuadricelor:

1) a2 +2y? — 22+ 3oy — Toz+ 2+ 2y — 132 — 12 = 0.
2) 22% + 222 + 62y — Tyz + 13z — 15y — 2 — 15 = 0.
3) a2+ 3y + 22 +day+az—2yz+ 5 -5y +52=0

R: 1) (3,0,0), (—4,0,0), (0,2,0), (0,-3,0), (0,0,—1), (0,0, —12).
2) (1,0,0), (-2 o,o), (0,-1,0), (0.0,3). <o,o,_;>,

5
2 )
3) (03070)7 (75,0,0)7 (0,270), (0707 75)

12.2.2 Si se gaseasca punctele de intersectie ale cuadricei:
(L) 2% + 9% — 2% + 20y — 3wz + dyz + 22 — Sy + 32 — 25 =0,

cu dreapta: (D) x =1+4+3t, y=—-2+t, z=2t.

1 1
R: {x:—Q,yz —g,z: —1,t= —2},{3::37,1/:10,2:24,15: 12}.

12.2.3 SA& se giseasca ecuatia planului tangent in punctul M, (2,1, 2), cuadricei:
(L) 322 —y? + 222 — 22y — 4oz + 6yz — 11 = 0.
R: My(2,1,2) e ¥, 2+3y+32z—11=0.
12.2.4 Sa se gaseasca ecuatia conului cu varful in origine, circumscris cuadricei:
(D) 2 — 2y? 4+ 22% — 22y — 4wz + 6yz + 4o — 2y + 62 — 2 = 0.
R: Dreapta: (D) z = ¢t, y = mt, x = nt, este tangentd cuadricei daca:
A (6,m,n) = 6% —3m* + 13n? — 8¢m + 4fn + 6mn = 0.
Eliminand ¢, m, n, obtinem ecuatia conului circumscris:

622 — 3y* + 1322 — 8xy + 4xz + 6yz = 0.
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12.2.5 Sa se gaseasca ecuatia cilindrului circumscris cuadricei:
(2) 2% +y? — 2y +4xz — 7 =0,
cu generatoarele paralele cu directia v (2,1, 0).
R: Dreapta (D) x = xo + 2t, y = yo + t, 2 = 20, este tangentd cuadricei daca:
A (20,30, 20) = 1628 — 8yozo + 4xo20 + 7 = 0.
Deci, ecuatia cilindrului circumscris cuadricei este:
1622 — 8yz +4zz + 7 =0.
12.2.6 Sa se gaseasca ecuatia planului diametral cuadricei:
207 +y? — 4wz + 6yz — 9 = 0,
conjugat cu directia v (2,3, —1).
R: v U (r) =LF (z,y,2) + mFy (z,y,2) + nF5(x,y,2) =0, 62 4+ 52+ 3y = 0.

12.2.7 Sa se gaseasca ecuatiile planelor principale si ale axelor de simetrie ale cuadri-
cei:
() 52 4 6y* + 722 — 4wy + 4yz — 10z + 8y + 142 — 6 = 0.

R: Un plan principal este un plan diametral al cuadricei conjugat cu o directie
principald v, unde v este un vector propriu. Ecuatia caracteristici: (A—3)(A% —15\+
54) =0,

)\1:37 V1:2i—|—2j—k, )\2:6, V2:2i—j+2k, )\3:9, V3:i—2j—2k.
Deci:
(P1) 204+2y—2—-3=0, () 2r—y+22=0, (P5) x—2y—2z—-3=0.

Dreapta de intersectie a doua plane principale ale cuadricei X este o axa a cuadricei.
Deci ecuatiile axelor sunt:

x—1 'y z+41 x-1 y z+1 -1 gy z+1

2 2 -1’ 2 -1 2 1 -2 -2

12.2.8 Sa se gaseasca ecuatia conului asimptot al cuadricei:

(2) 222 + 4y? — 2% — 2xy + dyz — 1 = 0.

A
R: 6 = —-16, A = 16, deci 5= —1. Ecuatia conului asimptot este:

222 + 4y? — 2% — 20y + dyz = 0.

Ecuatia caracteristica: (A —2) ()\2 -3\ — 8) = 0 are doua radacini pozitive si una
negativa, deci conul asimptot este real.



CAPITOLUL 13

ELEMENTE DE
GEOMETRIE
DIFERENTIALA

13.1 Curbe plane

13.1.1 Sa se gaseasca ecuatia locului geometric al punctelor M din plan pentru care
produsul distantelor la doua puncte date Fy si Fa, cu d(Fy, Fy) = 2c¢, este o constanta
egala cu a? (ovalele lui Cassini).

R: Alegem ca axd Oz dreapta FjFj, originea in mijlocul segmentului [F}F5].
Atunci Fy(—c,0), F5(c,0). Pentru un punct oarecare al locului, M(z,y), avem:

dM,F1) =+ (x+c)2+y?, d(M,F)=+/(x—c)?+y>

Prin ipoteza d(M, Fy) - d(M, F3) = a?. De aici, dupa efectuarea calculelor, obtinem:

($2 + y2)2 o 262(1'2 o y2) _ (L4 o 64.
Pentru ¢ = 0 se obtine un cerc de raza a. Pentru ¢ = a curba se numeste lemniscata lui
Bernoulli: (2?+y%)? = 2a%(2?—%?). Luand 2 = r cos ), y = rsin @, obtinem ecuatia in
3 5 7
coordonate polare a lemniscatei: 72 = 2a% cos 26, cu 6 € [0, %} U {I, ::| [ Z 27r]

13.1.2 Se da un cerc de diametru ||OA|| = 2a si tangenta in A. O coardi variabild
care trece prin O intalneste cercul in P si tangenta in Q. Sa se gaseasca locul geometric
—
al punctului M de pe coarda pentru care OM = PQ (cissoida lui Diocles).

R: Fie z = 2a ecuatia tangentei iIn A, y = tx o dreapta variabila prin origine si
2a 2at
2 2 _ 2 : : ;. s
(x — a)® + y* = a* ecuatia cercului. Atunci: Q(2a,2at), P (1 1T t2>' Daca

127



128 CAPITOLUL 13. ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFERENTIALA

. .o () — —_= v .
M (z,y) este un punct curent al locului, scriind ca r = OM = PQ, gasim:

2at? 2at3
xr = =
1+ YT 1

tcR.

Ecuatia implicita a curbei este x(2? + y?) = 2ay? (Fig. 13.1, Anexa 3).

13.1.3 Dreapta 2 = a intdlneste axa Oz in punctul A si o dreapti oarecare prin O
in B. Pe dreapta OB se iau de o parte si de alta a lui B segmentele [BM;] si [BM,]
a.i. d(B,M;) = d(B, M) = d(A, B). Si se giseasci locul geometric al punctelor M;
si My. Sa se dea o reprezentare parametrica a curbei loc geometric (strofoida).

R: Fie A(a,0), B(a,\). Punctele M;, My, A apartin cercului cu centrul in B si
A
raza A, de ecuatie: (v —a)? + (y — \)? = A\2. Dreapta (AB) are ecuatia: y = oo

Eliminand pe A obtinem ecuatia implicitd a locului: z(z — a)? — (2a — x)y? = 0.
Ecuatia explicita a curbei este:

2
y== @ —a) a)7 z € [0, 2a).

2a — x

~ Yy . s

Punand —— = ¢, obtinem reprezentarea parametrica:
Tr—a

2at? at(t> — 1)
= ,y=———->, teR
o 1+ ¢2 Y 1+ t2

(Fig. 13.2, Anexa 3).

13.1.4 Extremitatile segmentului [AB] de lungime a aluneca pe axele Oz si Oy
perpendiculare. Paralelele la axe prin A si B se intalnesc in C. Din C se coboara
perpendiculara CM pe AB, M € AB. Sa se gaseasca locul geometric al punctului M
(astroida).

x

R: Fie A()\,0), B(0,p) cu A\* + p? = a?. Atunci: (4B) S % —1 =0 sau

pr+Ay—Ap =0. Cum C(\, ) siv = N(\, —p) rezultd: (CM) AMz—X\)—p(y—p) = 0.

Luand: A = acost, u = asint, obtinem reprezentarea parametrica a curbei:
r=acos®t, y=asin®t, tec0,2r).

Eliminand parametrul ¢ se giiseste ecuatia implicita: 22/3 4 y2/3 = ¢2/3 (Fig. 13.3,

Anexa 3).

13.1.5 Un cerc C(C, R) se rostogoleste fara alunecare pe axa Oz, adica ||(7]>H =
lgarc IM (I fiind punctul de contact). S& se giseasca locul geometric al unui punct
M invariabil legat de acest cerc (cicloida).

R: Fie t unghiul dintre ci si CM. Atunci: x; =lgarcOI = Rtsi: © = x7— Rsint,
y = R — Rcost. Se obtine:

r = R(t —sint)i+ R(1 —cost)j, t € R.



13.1. CURBE PLANE 129

13.1.6 Se dau: un cerc cu centrul in punctul C' si razi d(O,C) = 2a si mediatoarea
segmentului [OC]. O coarda variabila care trece prin O intélnegte cercul in P si
mediatoarea segmentului [OC] in Q. S& se gdseasca locul geometric al punctelor M

de pe coarda pentru care OM = PQ (trisectoarea lui Mac Laurin).

R: Fie y = tw ecuatia secantei, (z—2a)?+y? = 4a? ecuatia cercului si = a ecuatia

diatoarei. Atunci: P —2 A9\ 04 at). Seriind ca OM = PQ
mediatoarei. nci: —_— . Scriind ca r = =
oare u T2 i e ) a,a ,
obtinem ecuatiile parametrice ale locului:
t2 -3 2 _
= 5 1 = ti, t E R
i YT %

Ecuatia carteziana implicita este z(z? + y?) — a(y? — 32?) = 0 (Fig. 13.4, Anexa 3).

13.1.7 Se da cercul C(O,a) si punctul A pe cerc. Fie P si @ doud puncte pe cerc
al caror vectori de pozitie OP si O—Cj fac cu OA unghiurile 2« i respectiv —a. Sa se
giseasci locul geometric al punctelor M de intersectie a tangentelor in P si Q la cerc
(Trisectoarea lui Longchamps).

R: In reperul in care axa Ox are directia si sensul lui O—A, avem
P(acos2a,asin2a), Q(acosa,asina)
si deci tangentele in cele doua puncte au ecuatiile:
zcos2a+ysin2a0 —a =0, xcosa—ysina —a = 0.
Eliminand pe a intre cele doua ecuatii, observand ca y = ztga, se obtine ecuatia
carteziana implicita a curbei: z(z? — y?) — a(z? + y2) = 0.

13.1.8 Curba x = z(t), y = y(t) se numeste unicursald daca x(t) si y(¢t) sunt functii
rationale de t. Sa se arate ca o curba data printr-o reprezentare implicita de forma:
on(x,y) + n—1(z,y) = 0, unde @i (x,y) este un polinom omogen de gradul k, este o
curba unicursala.

R: Luand y = tx, se obtine reprezentarea parametrica:

_‘pnfl(lvt) _tSanl(l?t)

T=—F", Y= .
on(l,t) n(lst)

13.1.9 Curba descrisd de un punct M situat pe un cerc de raza R, care se ros-
togoleste fara alunecare pe un cerc fix de raza Ry, cele doua cercuri fiind tangente
exterior, se numeste epicicloidd. Sa se giseasca o reprezentare parametrica a curbei.

R: O reprezentare parametrica a curbei este

Ry+ R Ry+ R
R R

In particular, dacd R = Ry, curba se numeste cardioidd si are ecuatia carteziana

x = (Ry+ R)cost — Rcos t.

t, y=(Ro+ R)sint — Rsin

(2% +9y* — 2Rx)? = 4R* (2 4 9?).
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13.1.10 Curba descrisd de un punct M situat pe un cerc de raza R, care se ros-
togolesgte fara alunecare pe un cerc fix de raza Ry, cele doua cercuri fiind tangente
interioare, se numeste hipocicloida. Sa se gaseasca o reprezentare parametrica a curbei.

R: O reprezentare parametrica a curbei este

Ry—R Ry—R

t, y=(Ryo— R)sint — Rsin t.

x = (Ryp — R) cost + Rcos

Pentru Ry = 3R curba se numeste hipocicloida lui Steiner, iar pentru Ry = 4R curba
obtinuti este astroida de ecuatie carteziang x2/3 + y2/3 = Rg/?’.
13.1.11 Figura de echilibru a unui fir greu si omogen, flexibil dar inextensibil ale

carui capete sunt fixate in doua puncte se numeste lantisor. Sa se gaseasca ecuatia
carteziana explicita a curbei.

. . (o3 . o, v x
R: Ecuatia sa carteziana explicita este y = ach —.
a

13.1.12 Curba plana descrisa de un punct care se misca uniform pe o dreapta in
rotatie uniforma in jurul unui punct fix al ei O se numeste spirala lui Arhimede. Sa
se gaseasca ecuatia explicita, in coordonate polare, a curbei.

R: Ecuatia curbei este r = af.

13.1.13 Curba plana descrisa de un punct care se misca cu viteza proportionala cu
distanta parcursa pe o dreapta in rotatie uniforma in jurul unui punct fix al ei O se
numeste spirald logaritmica. Sa se gaseasca ecuatia explicita, in coordonate polare, a
curbei.

R: Ecuatia curbei este r = ke™?.

13.1.14 Si se gaseasca ecuatiile tangentei si normalei la curbele:

1) =13 -2t y=1t>+1 in punctul My(1).

2) x = acos’t, y = asin®t (astroidd) in punctul M(t).

3) x = a(t —sint), y = a(1 — cost) (cicloidd) in punctul M(t).
4) y =22+ 4z + 3, in punctele de abscise —1, 0, 1.
)

5) y=tgx, in punctele de abscise 0, %

- 3a 3
6) F(x,y) = 2® +y° — 3azy = 0 (foliul lui Descartes) in Mg < a a)'

272
7) F(z,y) = z(z® + y*) — ay® = 0 (cissoida lui Diocles) in My (g, %)
8) F(x,y) = (z% 4 3?)? — 2a%(z* — 3?) = 0 (lemniscata i Bernoulli) in punctul
Mo(zo,yo)-
22 2 2 2

€z Y N o
9) el + 7 1=0, A 1 =0, y? = 2px in punctul My(zg,%0) de pe curba.
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R: 1) Ecuatiile tangentei gi normalei intr-un punct My(tg) al curbei z = z(t),
y = y(t) sunt:

z—x(to) _y—ylto)

' (to) (x — z(to)) + v’ (to) (y — y(to)) = 0.

' (to) y'(to)
1 -2
Dar, z(1) = =1, y(1) = 2, 2'(1) = 1, (1) = 2, deci: il y?, r+1+2(y—2) =
0.
2) 2/(t) = —3acos®tsint, 3/ (t) = 3asin® t cost, ecuatia tangentei: xsint-+ycost—

asintcost = 0, ecuatia normalei: —x cost + ysint — a(l — 2cos?t) = 0.
3) 2/(t) = a(l—cost), y'(t) = asint, ecuatia tangentei: zsint—y(1—cost) —a(t—
sint)sint 4+ a(1 — cost)? = 0, ecuatia normalei: (1 — cost)x + ysint — at(1 — cost).
6) Ecuatiile tangentei si normalei intr-un punct Mo (zo,yo) al curbei F(z,y) =0
sunt:

T—%o _ _Y—Yo
Fi(zo,90)  Fy(wo,v0)

Fy(z0,90)(x — 20) + Fy(20,90)(y — y0) = 0,

3a 3 3a 3 3a 3 9
F(%L7 Ea) = 0, My apartine curbei. F) (;, ;) =F, <2a, ;) = Za2. Ecuatia
tangentei: x + y — 3a, ecuatia normalei: x —y = 0.

N F (% g) =0, My apartine curbei. 4z — 2y —a =0, 22 + 4y — 3a = 0.

8) Fi(z,y) = da(a® + y* — a?), Fj(z,y) = dy(e® + 12 + a?).
€z Yoy ToT Yoy

. x
9) Ecuatiile tangentelor: % + B2 1=0, = 2 1=0, yoy = p(x + o).

13.1.15 Sa se scrie ecuatiile tangentelor la curba (C) z =2 — 1,y =t>+1,t € R,
paralele cu dreapta (D) 2z —y +3 =0.

4
R:r'(t)-N =0, r'(t) = 2ti+3t%j, N(2,-1), 4t -3t = 0, t; = 0, ty = 3 r’(0) = 0,
. , (4 8 . . . 7 91
Mi(—1,1) este punct singular, r 3) = g(l + 2j). Tangenta in M, g7 97 ) e
ecuatia: bdx — 27y + 49 = 0.

13.1.16 Si se scrie ecuatiile tangentelor la curba (C) z = t3, y = t2, care trec prin
punctul My(=7,—1).

R: My ¢ C. v/(t) = 3t%i + 2tj. O dreapta prin My de directie r’ are ecuatia:

z+7 y+1

=—, t#0.
32 2t 7

(D)

Punctul M (t3,t?) € D, daca t>+ 3t — 14 = 0, cu radécina t = 2, deci ecuatia tangentei
este: x —3y+4=0.

13.1.17 Fie Ty si respectiv Ny punctele in care tangenta si normala in punctul My,
de abscisd z, la curba y = f(z) intalnesc axa Oz si Py proiectia punctului My pe
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axa Oz. Sa se arate ca segmentele: tangenta [MyTp], normald [MyNy], subtangenta
[ToPo] si subnormald [PyNy] sunt date de:

HMO H = ‘\/1+f'2 o), HMONOH = |f(xo)| V1 + f*(z0),

e

[T = || (7] = 15 ao

R: Tangenta si normala in punctul My(zg, f(zo)) au ecuatiile:
y — f(xo) = f'(x0)(x — x0), = —z0+ f'(20)(y — f(20)).
Facand pe y = 0, se obtin coordonatele punctelor Ty si Ng.

13.1.18 Tractricea este curba cu proprietatea ca in fiecare punct al ei, segmentul
tangenta are lungimea constanta a. Sa se géseasca ecuatia acestei curbe.

d [02 _ 112
5/’ V1+y"? = a rezulta: d—gyg = %7 de unde prin integrare gasim:

z(y) =+ (alna+ ‘Z2y2 —Va? y2> , Y€ [—a,al.

R: Din

T
O reprezentare parametrica a curbei se obtine luand y = asint, ¢t € [75, 5}

t
r== lntg2—|—cost>7 Yy = asint, te[—g,O],

t
r==%(In ctg§ —cost) , y=asint, te (O,g} .
13.1.19 Sa se gaseasca punctele multiple si ecuatiile tangentelor in aceste puncte
ale curbelor

1) z(2® +y?) -

(cissoida lui Diocles).

=0
2) (22 —|—y )(y ) b%y? = 0 (concoida lui Nicomede)
3) (2a — z)y ( ) (strofoz'da).
4) (z? —|—y 12 - 2a2%(2? y %) = (lemniscata lui Bernoulli).
5) (22 + y? — 2ax)? — 4a*(2? + y?) = 0 (cardioida).

R: 1) O(0,0) este punct de intoarcere, ecuatia tangentei: y = 0.

a

/02 — a2
b < a este punct izolat, iar pentru b = a este punct de intoarcere, ecuatia tangentei:
z=0.

2) O(0,0) pentru b > a este nod, ecuatiile tangentelor: y = =+ T, pentru

3) My(a,0) este nod, ecuatiile tangentelor: y = +(x — a).
4) 0(0,0) este nod, ecuatiile tangentelor: y = +x.
5) O(0,0) este punct de intoarcere, ecuatia tangentei: y = 0.
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13.1.20 Sa se calculeze lungimea arcului de curba:

1 1
Hy= sz —5 Inz,x € [1,4. 2)x=8at y=23a(2t>—t*),t €[0,V2].

3)r =a(l +cosh),0 €[0,2r). 4)xz =acos’t,y =asin®t,t € [O, g] .

R: 1) Daca y = f(z), = € [a,b], atunci: s = f; 1+ f2(x) dx, deci:

1 [*1+ 22
5:7/ T dx:21n2+§.
2 1 X 2

2) Dacd © = z(t), y = y(t), t € [a,b], atunci: s = ff z'2(t) + y'2(t) dt, deci:
s=12a [Y?t (1 +2) dt = 24a.

3) ds = Vdr? +r2d62 = 2a cosg‘dﬁ, deci SZQCE/Z cosZ‘d@zSa.
T
4) s = 3a [,2 sint cos tdt = ga.
13.1.21 Sa se calculeze curbura curbei:
1) x = acost, y =bsint. 2)xz =acht,y=>bsht. 3) y =sinzx.
4) y* = 2pu. 5)y =ach (g) (lantisorul). 6)y =1Inwx.

R: 1) Pentru o curbd datd prin reprezentarea parametrica x = z(t), y = y(t),
curbura are expresia:
|2 (t)y" (t) — =" )y’ (t)]
(@"(t) + y'2(t))3/?
ab ab

. 2) k= .
(a2 sin? t + b2 cos? t)3/2 ) (a2sh®t + b2 ch? £)3/2
3) Pentru o curba datd prin reprezentarea y = f(x), curbura are expresia:

k(t) =

Se obtine: kK =

N P €0
"= T e
L |sin z| B N/ B p? _a
Se obtine: k = 0T cos a2’ 4) k= DT 22 (g 5) k= "l

13.1.22 Si se gaseasca curbura unei curbe data prin ecuatia implicita F(z,y) = 0,
intr-un punct ordinar al ei.

F, .
R: Presupunem F, # 0, atunci y'(z) = 5 Se obtine:
y
_ |FoaF} — 2Fy Fyu Fy + Fyy FY|

K
(F2+ F2)5

13.1.23 Si se giseascd punctele in care curbura ia o valoare extrema (varfurile
curbei):
1) x =at —dsint, y = a —dcost. 2)y=e".
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|acost — d| , sint(a? + ad cost — 2d?)
V(a2 —2adcost + d2)3’ W) = —a V(a2 — 2ad cost + d2)3
sint(a? + ad cost — 2d?)
V(a2 — 2ad cost + d2)3
Mﬁd&k+lhaa+d)NhMQMma d), k € Z.

1 — 262”” 1 1
2) k(x) = Minax <11127 )
\/ 1 +e 2 / 1 + 62:v * \/§

13.1.24 Si se gaseasca curbura unei curbe data in coordonate polare prin ecuatia:
r=r(6).

R: 1) k(t)=d

, pen-

tru acost —d > 0 si k'(t) = a , pentru acost —d < 0,

R: Deoarece © = rcosf, y = rsinf), o reprezentare parametrica a curbei este:
|r2 + 212 —pp

x=7r(0)cosf, y =r(f)sinf. Se obtine k = NCETCIE

13.1.25 Si se gaseasca infaguratoarelor familii de curbe plane:

1) (z — a)? +y* = a® 2) (z—a)?+(y—a)P?=a’
3)zcosa+ysina—p=0. 4)y*>=(r—a)

5 32 = (z — a)?. 6)3(y —a)? —2(x—a)3=0
N(1-—a®)z+2ay—a=0. 8)a*(z—a)—ay—a=0

R: 1) Se elimind « intre ecuatiile: F(xz,y) = 0si Fy(x,y) = 0. Se obtine: y = +a.
2)x=0,y=0.3) 22+ y? =p2
4) y = 0 este locul geometric al punctelor singulare.
5) y = 0 este locul geometric al punctelor singulare.
)

2
6) y = x este locul geometric al punctelor singulare, x —y = 9 este Infaguratoarea.

7) (m—g)2+y2= -

5 8) y? + da(x —a) = 0.

T
13.1.26 Sa se gaseasca infaguratoarea unei familii de drepte care formeaza cu axele
de coordonate un triunghi de arie constanta 2a.

R: Dacd « gi § sunt taieturile dreptei pe axe, atunci |a8| = 4a si F(z,y,a) =
+dax + oy — 4aa = 0, F,(z,y,a) = 2ay — 4a = 0. Rezultd: xy = +a?.

13.1.27 Si se gaseasca inf&“@uré‘coarea unei familii de drepte pe care axele de coor-
donate determina un segment de lungime constanta a.

R: Daca « si 3 sunt taieturile dreptei pe axe, atunci a® + 32 = a® sau o = acost,

B = asint. Deci: F(x,y,t) = wsmt—l—ycost—asmtcost =0, Ft(:c y,t) = xcost —
ysint — acos 2t = 0. Se obtine astroida: x = acos®t, y = asin®t.

13.1.28 Si se gaseasca ecuatiile evolutei curbelor:

1) x =acost, y =bsint. 2)x =acht, y=>bsht.
3)y =22 4)y=Inz.
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R: 1) Pentru o curba datd prin reprezentarea parametricd x = x(t), y = y(t), o
reprezintare parametrica ale evolutei este:

2 (t) +y(t)

2 (B)y"(6) — 2"y () 7 2 ()y" (1) — 2" ()Y (1)’
2 2 2 2
Se obtine: x = < cos®t, y = f% sin®t, ¢ = a® — b2 2) x = C—Ch?’t, y = % sh3t,
a a

1
2 =a?+bv% 3) Luam z = t, y = t2. Obtinem: = = —4t3, y = 3t + 3 4) Luam

1
x =t,y=Int. Obtinem: x:2t+¥,y:1nt—t2—1.

13.1.29 Si se gaseasca evolventa curbelor:

t2
1) 2% +y? = a* 2)m:t,yzz.

x
3) y = ach — care trece prin varful ei.
a
R: 1) Ecuatiile evolventei curbei C data prin ecuatiile = z (s), y = y (s) sunt:

X =a(s) + (k=s)i(s), Y =y(s)+ (k—s)j(s),

in care k este o constanta arbitrard.Cum s = at, gasim z = acost — (k — at)sint,
y =asint + (k — at) cost.

2) x:%+%_|_4(k71n(t+\/t2+4)),y: \/t;ﬁ(kfln(t+\/t2+4)).

3) Se obtine tractricea: = = a (ln tg z + cos t), y = asint.
a

13.1.30 Si se gaseasca ramurile infinite si asimptotele curbelor:

0 2t t2 2) 2t — 1 t2
xr = = . xTr = = .
t—1t-2"7" G-Dt—3) 217 11
t2 t
3= = . 4) 2y? —y? — 4z = 0.
JT= 0 Y= ey ) wy? —y° —da
5) (22 —y?)(x —y) = 1. 6) zy = 1.
R: 1) Ramuri infinite pentru: ¢ =1, t = 2, t = 3. Asimptotd orizontala: y = —4,
1 1
verticala: z = 3. Asimptota oblica: y = lx e
1 1 1
2Q)y=——,2=0,y=2c+-.3)x=—=,y=0,2c—4y—3=0.
2 2 2 )
4) Luand y = t se obtine reprezentarea parametrici: z = 21 y = t. Asimptote:
y==2 x=1.
1+ 1

5) Luand z — y = ¢ se obtine reprezentarea parametrica: x = 52 y = o2
Asimptote: y = +zx.
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13.1.31 Sa se studieze variatia si sd se reprezinte grafic curbele:
1)o=—-t2+3ty=3t3tcR.
9 _ 3at _ 3at?
)= R ERE A
3) z3 — xy? +2y% = 0.
4) x =r(2cost + cos2t), y = r(2sint — sin 2t) (hipocicloida lui Steiner).

t € R sau 22 + y3 = 3axy (foliul lui Descartes).

R:1) 1. t € R, . ligl x(t) = Foo, . ligl y(t) = 4+o0. Curba are doud ramuri

infinite. 2. z(t) = 0 pentru t; = 0, ta3 = £v/3, y(0) = 0, y(£v3) = 9, y(t) = 0
pentru ¢t; = 0, z(0) = 0. Curba intersecteazi axa Oy in doua puncte O(0,0), A(0,9).
3. Curba nu este periodica. 4. z(—t) = z(t), y(—t) = y(t), curba este simetrica fata
de axa Oy. 5. 2/(t) = =3(t*> — 1), 2/(t) = 0 pentru t = £1, z(+1) = £2, y(£1) = 3,
y'(t) = 6t, y'(t) = 0 pentru t = 0, 2(0) = 0, y(0) = 0. 6. Ecuatia implicitd a curbei
este: F(z,y) = 272% — y3 + 18y — 81y = 0, F, = 54z, F, = —3(y? — 12y + 27) si
F, =0, F, =0, F = 0 pentru 2o = 0, yo = 9, Mo(0,9) este nod cu m?* = 3(*. 7.
Tabelul de variatie:

t | —o0 -3 ~1 0 1 V3 +00
d - - - - 0 + 4+ + 0 - - - -
T 40 N, 0 N, =2 /0 2 N, 0 N\, -
y| - - - - - - 0 4+ + 4+ + + 4+
y |40 v 9 N\ 3 N\, 0 S 3 /9 [/ 4

8. Nu exista asimptote. 9. Graficul este dat in Fig. 13.5, Anexa 3.
2) t € R\{—1}. Curba este simetrica fatd de prima bisectoare, O(0,0) nod, z = 0,
y = 0 tangente In origine. Tabelul de variatie:

1

t | —o0 -1 0 % 2 +00

x|+ + + + + + 0 — — — —

sl 0/ | 0/ a¥d N a¥Z N\ 0

y| - - - - 0 + + + 0 - -

0 N | N 0  av2 / aVd N\, 0
Asimptota: x + y + a = 0. Graficul este dat in Fig. 13.6, Anexa 3. , ,
2t 2t

3) Luand y = tx se obtine reprezentarea parametricid: = = 21 Yy = 21
Curba este simetrica fatd de axa Oz. O(0,0) este punct de intoarcere. Tabelul de
variatie:

t | —oo —V3 ~1 0 1 V3 00
g+ + + + + + 0 - - - - - -
2 3 /0N N 3N 2
y |+ o+ 0 - - -0 - - - 0 4+ +
yl—oo /7 =3V3 | N0 N | N 3VE S o

Are trei asimptote: x =2, x —y+1 =0, x+y+1 = 0. Graficul este dat in Fig. 13.7,
Anexa 3.
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4) t € [0,27]. Curba este simetrica fatd de axa Ox.

or 4
2/(t) = —2rsint(l + 2cost), 2/(t)=0 = te {0,;,71’,;,271’},

2 4
y'(t) = 2r(1 — cost)(1 + 2cost), y'(t) =0 = te {o,” ”,%}.

373
27 U . c .
t=0,t= 3 t= 3 puncte singulare. Tabelul de variatie:
t 21 s 41 27
3 3
|0 - 0 + 0 - 0 + 0
z | 3r N\, —gr A SN —gr /' a
y | 0 + 0 - - = 0 + 0
3V3 3V3
y |0/ Tﬁ N0 —Tfr /0

Graficul este dat n Fig. 13.8, Anexa 3.

13.2 Curbe in spatiu

13.2.1 Se numeste elice curba descrisi de un punct de pe cilindrul 22 + 3% = a2 a

carui proiectie in planul Ozy se deplaseaza cu viteza unghiulard constanta gi a carui
proiectie pe axa Oz se deplaseaza cu viteza constanta. Sa se gaseasca o reprezentare
parametrica a elicei gi ecuatiile proiectiilor elicei pe planele de coordonate.

R: Proiectia punctului M (z,y, z) de pe cilindru in planul Ozy are coordonatele:

T = acosf, y =asinf cu pri w, w = const, deci § = wt. Proiectia punctului M

z . . o
pe axa Oz are cota z cu — = k, deci z = kt. Se obtine reprezentarea parametrici:
T =acoswt, y = asinwt, z = kt. Daca se ia 6 ca parametru, obtinem reprezentarea:

k
r = acosf, y = asinf, z = bf, cu b = —. Ecuatiile proiectiilor pe planele de
w

2
coordonate sunt: pe Ozy : 22 +y?> = a?, 2 =0, pe Oyz : y = asin 5 &= 0, pe Ozzx :

z
= -, :0,
T = acos 2 Y

13.2.2 Un punct M se deplaseaza pe o generatoare a unui cilindru circular cu viteza
proportionali cu drumul parcurs. Cilindrul se roteste in jurul axei sale cu viteza
unghiulara constantd. Sa se gaseasca ecuatiile parametrice ale curbei descrise de
punctul M.

R: z =acosf, y=asinf, z = be*?.

R
13.2.3 Sfera de raza R si cilindrul circular de raza —, care trece prin centrul sferei,

se intersecteaza dupa o curba numita fereastra lui Viviani. Sa se gaseasca ecuatiile
carteziene implicite ale curbei, precum si o reprezentare parametrica a acesteia.
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R: Alegem originea reperului in centrul sferei, axa Oz paraleld cu axa cilindrului,
axa Oz trecand prin centrul cilindrului. Se obtine: z2+y%+22 = R?, 224+y?>— Rz = 0.
2

R, , R . R R
5) +y _T,luand. T — 7 =3 cost,

Deoarece ecuatia cilindrului se scrie: (x —

R .
y=3 sint, obtinem:

R R t
xr = 5(1 +cost), y= 5sint7 z= :i:Rsini.

13.2.4 O dreapta prin origine, care nu este perpendiculara pe axa Oz, se roteste in
jurul acesteia cu viteza unghiulara constanta. Curba descrisa de un punct M care se
deplaseaza pe aceasta dreapta:

1) cu viteza constanta se numeste elice conicd.
2) cu viteza proportionald cu distanta parcursd se numeste spirald conicd.
Sa se gaseasca ecuatiile parametrice ale acestor curbe.

R: Daca (r,¢,60) sunt coordonatele sferice ale punctului M, avem: 6 = const,

(G#W) d—w:w,decicp:wt.

2/ dt
r
1) pri k, deci r = kt. Obtinem: z = ktsinfcoswt, y = ktsinfsinwt, z =
k
ktcosf sau, notand: a = —cosp, b = —siny, gasim reprezentarea parametrica:
w
T = apcosp, y = apsinp, z = bp.
r
2) i mr, deci 7 = rope™!, obtinem reprezentarea: = = aef¥cosyp, y =

. N m .
aek¥ sin p, z = beF¥ in care k = —, a = rgsinf, b = r( cos .
w

13.2.5 Axele a doi cilindri circulari, de raze a si b, se taie sub un unghi drept.
Cilindrii se intersecteaza dupa doua curbe inchise numite bicilindrice. Sa se gaseasca
ecuatiile carteziene implicite ale lor si o reprezentare parametrica. Sa se studieze cazul
a=h.

R: 22 + 22 = a2, y? + 22 = b?. O reprezentare parametrica (cu a < b):
r=acost, y=+Vb2—a2sin’t, z=asint.
Pentru b = a se obtin doua elipse.

13.2.6 Se dau curba: r = a(sint + cost)i + a(sint — cost)j + be”'k si punctul ei
My(0). Sa se gaseasca ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal in M.

R: Deoarece r(0) = a(i — j) + bk, r'(0) = a(i + j) — bk, ecuatiile tangentei in
< . xT—a y+a z—b . . .
My la curba se scriu = = iar ecuatia planului normal va fi

a a -b’
a(lx —a)+aly+a) —b(z—0)=0.

13.2.7 Se dau curba: y = 2¢*, z = 3In(xz + 1) si punctul My(0,2,0) situat pe curba.

Sa se gaseasca ecuatiile tangentei i ecuatia planului normal in Mj.
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R: Deoarece f/(0) =2, ¢’(0) = 3, ecuatiile tangentei in My vor fi % =2 “=

iar ecuatia planului normal: z 4+ 2(y —2) + 3z = 0.

13.2.8 Se dau curba: F(x,y,2) = 2> +y?> —10=0, G(v,y,2) = y*> + 22 — 25 = 0 si
punctul My(1,3,4). Sa se gaseasca ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal in
M.

R: Deoarece grad F(z,y, 2) = 2zi + 2yj, grad G(z,y,2) = 2yj + 22k gi deci v =
—1 -3 —4
4(12i — 4j + 3k), ecuatiile tangentei se scriu sc12 Y 1= z T iar ecuatia
planului normal: 12(x —1) —4(y —3) +3(z —4) = 0.

13.2.9 Seda curbar =3costi+3sintj+4tk (§licea circulard). S& se scrie ecuatiile
axelor si planelor reperului Frénet atagat curbei intr-un punct M (t) al acesteia.

R: Deoarece r' = —3sinti = 3costj+ 4k, ds = ||r/(¢)||dt = 5dt. Deducem ca

t= g Avem deci

4
r:3cos§i+381nfj+fsk,

5175
r 3 S'—l— sins'—i— k
r=——sin-i+4+ —sin— -

I T g I TR
. 3 s . 3 . s.
Y ———COS—1— —SIn —
25 ‘Pt g5 Mg
dar: t =1, n:%, b= r?fr,incét
I[¥]] I[E]]

1
t= 5(73sinti+3(:ostj +4k),
n = —costi—sintj,

1
b= g(4sinti74costj + 3k).

Ecuatiile axelor sunt

r—3cost y—3sint z—4t . .
= = — ecuatiile tangentei,

—3sint 3cost 4
r—3cost y—3sint z—4t . L.
= = — ecuatiile normalei principale,

11 int 0
x—c%csost - y—sgylsint oz —4t
4sint ~  —4cost 3

— ecuatiile binormalei.

Ecuatiile planelor sunt

—3xsint 4+ 3ycost +4z — 16t =0  — ecuatia planului normal,
xcost+ysint —3=0 — ecuatia planului rectificator,
dxsint —4ycost+ 32 — 12t =0 — ecuatia planului osculator.
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13.2.10 Sa se gaseasca ecuatiile tangentelor si planelor normale la curbele:

Ha= pr—t y=tgt, z=at, pentrut = %
2)30: y—et,z_t2 pentrutzl.
3)z=et cost y = elsint, z = et, pentrut = 0.
t
4) x = a(t —sint), y = a(l — cost), z:4asin§, pentrut:g.
am
R'l)x—\/i_y—l_z_7 2)ar—e_y—e’l_z—l
' V2o 2 a e —e 1 27

1
g7r—4):y=—,z—a.

X NG

13.2.11 Si se giseasci punctele curbei z = 3t — 3, y = 3t2, z = 3t + ¢, in care
tangenta la curba este paraleld cu planul (P) 3z +y+2+2=0.

R: Din v’ (t) - N =0, rezultd M;(—2,12,14), M(—2,3,—4).

Nrx=y+1l==z24)z—

13.2.12 Si se gaseasca ecuatiile tangentei gi planului normal la elicea ©z = 2cost,
y = 2sint, z = 4t.
Rix=22y—2=0;y+2z=0.
13.2.13 Si se giseascd curba de intersectie a tangentelor la curba: = = t, y = 2,
z = t3, cu planul Ozy.
R: 4y = 322, 2 = 0.
13.2.14 Sa se arate cd curba: x = et/V2cost, y = e!/VZsint, z = e!/V? este situati
pe conul: 22 + y? — 22 = 0 si intalneste generatoarele sale sub un unghi de 45°.
R: F(et/V2cost,e!/V2sint, et/V2) = 0. Generatoarea prin M (t) are ecuatiile:
x B y oz

et/V2cost  et/V2gint  et/VZ'
o v.r'@t) V2

cosf = = —= deci: § = 45°.
VI @[ 2

13.2. 15 Sa se gdseasca ecuatiile tangentei si planului normal la curba: 2?2 4+y?+22 =
R?, 22 + y? — Rx = 0 (fereastra lui Viviani) intr-un punct Mo (xo,yo0, 20) al acesteia.

R: Ecuatiile tangentei: ToT0 Y% . ZO, iar ecuatia planului
2y020 zo(R — 2o) —Ryo

normal: 2yozox + 20(R — 229)y — Ryoz = 0.

@)
[le ()]

Se numeste indicatoare sfericd a tangentelor la curba C curba de ecuatie: r = t(t).
Sa se gaseasca indicatoarea sferica a tangentelor la elicea

13.2.16 Fie data curba (C) r = r(¢) si fie t(¢) = versorul tangentei la curba.

= a(icost + jsint) + btk.
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a® b
, 2= .
a? —+ b2 A /(12 + b2
13.2.17 Si se arate ci dacd toate planele normale la o curbi in spatiu trec printr-un

punct fix, atunci curba este situata pe sfera cu centrul in acel punct (curba se numeste
sfericad).

R: Cercul: 22 4+ y? =

R: Daci O(a, b, c) apartine planului normal:
2'(t)(x —2(t) +y' () (y — y(t) + 2'(t)(z — 2(t)) = 0,
atunci [(z(t) — a)? + (y(t) — b)® + (2(t) — ¢)?]' = 0 sau
(x(t) = a)® + (y(t) — 0)* + (2(t) — ¢)* = R%.

13.2.18 Si se gaseascd ecuatiile tangentei si planului normal la curba: 2? = 2az,
y? = 2bz, In punctul ei My(xg, Yo, 20)-
R: Ecuatiile tangentei: T _ Yo% 2T ZO, iar ecuatia planului normal:
ayo byo xgyo )
ayo(x — o) + byo(y — Yo) + zoyo(z — z0) = 0, cu x5 + yg > 0.

13.2.19 Si se gaseasca ecuatiile planelor osculatoare ale curbei: z = t, y = t2,

z =3, care trec prin punctul A(2 —6).

7_57

R: r/(t) xr'(t) = 6t%i — 6tj + 2k. Ecuatia planului osculator in punctul M (¢, t2,t3)
este: (P) 3t2(x —t) —3tly—t)+(2—t3) =0. Ac Pdaca6t> —t3+t—-6=0, se
ob‘gine: tl = ]., t2 = 6, t3 = —1.

13.2.20 Si se gaseasca ecuatia planului osculator al curbei: x = acost, y = bsint,
z = €', in punctul My(0).

R: bx + ay + abz = 2ab.

13.2.21 Sa se gaseasca ecuatia planului osculator la curba de intersectie a sferei
22 + y? + 22 = 9 cu cilindrul hiperbolic 22 — y? = 3 in punctul My(2, 1,2).

R: Dacd y = f(z), z = g(z) este o reprezentare explicita a curbei, cu z = 2,
F(2)=1,9(2) =2, din f2(2) + ¢°(¢) =9 —a” 5i [2(2) = & = 3, ghsim: f(2)['(«) +
g(2)g'(x) = —a, f(2)['(x) = z, [(2)"(2) + g(2)g" (@) = =1, f (@) ["(2) + [ (z) = 1

o)) =
de unde: f'(2 )+2 (2) = -2, f'(2) =2, f"(2) +2¢"(2) = -9, f’(2) = —3. Deci:
f1(2)=2,¢'(2)=-2, f"(2) =-3,4"(2 ): 73,Nf73(417.]+k) si planul osculator
are ecuatia: dr —y+2—-9=0.

13.2.22 Si se arate ca curba: = = efcost, y = elsint, z = 2t este situatd pe
suprafata: z? 4+ 32 — e = 0 si ca planul osculator al curbei se confundi cu planul
tangent la suprafata.

R: F(etcost,elsint, 2t) = 0. r'(t) x v”(t) = —2e!(2icost + 2jsint — e'k),
iar grad F'(e! cost, e sint, 2t) = e*(2icost + 2jsint — k).
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13.2.23 S# se demonstreze ci tangentele la curba r = a(icost + jsint) + be'k inter-
secteaza planul Ozy dupa un cerc.

R: v’ = a(—isint + jcost) + be'k. Ecuatiile tangentei:

xr —acost y—asint z— bet

—asint acost  bet

Pentru z = 0 se obtine curba:
x = a(cost +sint), y = a(sint — cost),

a cirei ecuatie implicita este: 22 + y? = 2a2.

13.2.24 Si se demonstreze ca planele normale in orice punct al curbei:

r=a(l—cost)i+ aj smt+2akcos%

trec printr-un punct fix si s se determine acest punct.

R: zsint + ycost — zsin% =0, 0(0,0,0).

13.2.25 Si se determine versorii tangentei, normalei principale si binormalei, pre-
cum si ecuatiile planelor normal, rectificator si osculator al curbelor C, daca:

r = efi+ e tj + tky/2 in punctul My(0) € C.

1)
2) v = ti+ t2j + e’k in punctul My(0) € C.
2
)
)

t t2
r=ti+ 5_] + 5 —k in punctul My(1) € C.
r=(t> —1)i+t%j — klnt in punctul My(1) € C.

3
4

1
13.2.26 Si se determine punctele curbei: r = ;i +tj + (2t — 1)k prin care se pot

duce binormale perpendiculare pe dreapta: x +y =0, z = 4x.

R:t3—3t—2=0,t; =ty = —1, t3 =2.

1
13.2.27 Sa se determine punctele de pe curba: r = ;i + jln|¢| + tk unde normala
principala este paralela cu planul: bx 4+ 2y — 5z — 4 = 0.

1
R: 2t4—5t3+5t72:0,t1:2,t2:§,t3,4:i1-

13.2.28 S& se gaseasca lungimea arcului elicei: x = acost, y = asint, z = bt,
cuprins intre punctul de intersectie cu planul Ozy si un punct arbitrar M (¢).

R: s = tva? + b2.
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13.2.29 Sa se gaseasca lungimea unei spire a curbei:
. t
x =a(t —sint), y = a(l — cost), z = 4acos 2

marginita de doua puncte consecutive ale sale de intersectie cu planul Oxz.

2w
t
R: s = Qaﬁ/ sin idt = 8aV/2.
0
13.2.30 Si se gaseasca lungimea arcului curbei: z3 = 3a%y, 22z = a2, cuprins intre

planele y = %, y = 9a.

1 a? da /42 a?
R: Cu: mzt,y:ﬁﬁ,z:%,ob‘ginem: s:/ <a2+2t2> dt = 9a.

a

13.2.31 Si se arate cii lungimea curbei inchise: @ = cos® ¢, ysin®¢t, z = cos 2t este
10.

/2

5
R: 3:4-5 0 sin 2tdt = 10.

13.2.32 Si se gaseasca lungimea arcului curbei: = = acht, y = asht, z = at, cu
extremitatile in punctele My (0), M ().

R: s =av2sht.

13.2.33 Si se gaseasca expresia elementului de arc al unei curbe:
1) in coordonate cilindrice. 2) in coordonate sferice.

R: 1) ds? = dr? + r2dg? 4 dz?. 2) ds®> = dr? + r2d6? + r? sin® 0 d?.
13.2.34 Sa se calculeze curbura si torsiunea curbelor:

1) x =acht, y =asht, z=at. 2)x=acost, y=asint, z = bt.
3)x =tcost, y =tsint, z=0bt. 4)x=c¢', y=e7t, z=1/2.
5)x =2t, y = Int, z =t2. 6) = cos®t, y =sin®t, z = cos2t.

R: 1) Daca curba C este datd prin reprezentarea r = r(t), regulata de ordin cel
putin trei, curbura si torsiunea in punctul ordinar M (t) au expresiile:

. ||rl X I,I/H L (r/7 r//’ I,//I)
[ferf|® [[x/ > x[[2
1 a b

DeCi,Ii:T:m. 2)H:a2+b2,7':a2+b2.

2 V2

- k==Y
3) 1+ a2 ) K T (et +e1)2
5) 2t ) 3 4
K=—T=——"——0>.6) k= = :
(14 2¢2)2 25sintcost’  25sintcost



144 CAPITOLUL 13. ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFERENTIALA

13.2.35 Sa se arate ca urmatoarele curbe sunt plane gi sa se gaseasca ecuatiile
planelor ce le contin:

1) 1+1¢ 1 1

T = = z=—".
1/ 1o 1+t

2)$:a1t2+b1t+61, y:a2t2—|—b2t—|—62, Z:a3t2+b3t+63.

R: 1) (v/,x",v"") = 0. Dacid Az + By + Cz + D = 0 este planul ce contine
curba, atunci: Az(t) + By(t) + Cz(t) + D = 0 pentru ¢t € R\ {—1,+1}, de unde:
r—4y+22+1=0.

r—C Yy—C Z—C¢C3
2) (r/,r”,r"") = 0. Planul curbei: ay as as =0.
by by b

13.2.36 Sa se gaseasca ecuatiile intrinseci ale curbelor:

1)z =acht, y=asht, z=at. 2) x =ct, y=cV2Int, z = g

a V2
—

R 1HYk=T=—— 2)k=7T= ——.
) 2a? + s2 ) 4c2? 4 52
13.2.37 Sa se arate ca existd un vector w a.i. formulele lui Frénet sa se scrie sub
forma:
t=wxt, n=wxn, b=wxb.
R: Formulele lui Frénet sunt: ¢ = xn, n = —xt + 7b, b = —7n. Luim w =

at + fn + vb. Se obtine: w = 7t + kb.

13.3 Suprafete

13.3.1 In planul Ozz se d& curba (C) = = f(u), z = g(u), u € I C R. Sa se giseasci
o reprezentare parametrica a suprafetei de rotatie obtinuta prin rotirea curbei C in
jurul axei Oz.

R: Punctul M (f (u),0,g (u)) € C descrie cercul de ecuatii:
Py + 27— [P+ g7 (u)] =0,2=g(u), sauz®+y* — f2(u) =0,z =g (u).
Rezulta reprezentarea parametrica:
x = f(u)cosv, y = f(u)sinv, z = g(u), (u,v)€ I x|[0,2m).

13.3.2 Sa se gaseacsa cate o reprezentare parametrica pentru suprafetele de rotatie
obtinute prin rotirea curbei C in jurul axei Oz, daca curba C este:
1) Cercul x = a+bcosu, y =0, z=bsinu, (a>b), u € [0,2m).
u
2) Lantisorul x = ach—, y =0, z =u, u € R.
a

3) Tractricea = asinu, y =0, z = a(lntg% +cosu), u € (72, g)
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R: 1) Torul:

x = (a+bcosu)cosv,
y = (a+bcosu)sinv, (u,v) € [0,2m) x [0,27).
z = bsinu,

2) Catenoidul:

U
T = ach— cosw,
y = ach@sinv, (u,v) € R x [0,2m).
a

z = u,
3) Pseudosfera:

T = asinucosv,

y = asinusinwv, (u,v) € (_z, E) x [0, 27).
B U 4" 4

z = a(lntg§ + cosu),

13.3.3 Numim elicoid suprafata generatd de o curba C (numita profil) in miscare de
rotatie in jurul unei axe (A) si in acelagi timp de translatie paraleld cu aceastd axa,
vitezele acestor miscari fiind proportionale. Sa se gaseasca ecuatiile elicoidului.

R: Daca se ia axa Oz drept axa de rotatie si se presupune ca la momentul ¢ =

0 curba C este situatd in planul Oxzz, deci x = f(u), y = 0, z = g(u). Avem:

d d
x = f(u)cosv, y = f(u)sinwv, d—j = ad—:, cu a = const §i z |t=0= g(u). Ecuatiile
elicoidului sunt:

x = f(u)cosv, y = f(u)sinv, z = g(u) + av.

13.3.4 Un elicoid se numeste (1) normal sau (2) oblic dupd cum profilul este o
dreapta perpendiculard sau nu pe axa de rotatie. Sa se gaseasca ecuatiile acestora.

R: 1) Ecuatiile profilului sunt: = u, y = 0, z = 0, iar ecuatiile elicoidului normal
sunt:
T =wucosv, y =usinv, z = av.

2) Ecuatiile profilului sunt: = = u, y = 0, z = mu, m # 0, iar ecuatiile elicoidului

oblic sunt:
T =wucosv, y =usinv, z = mu + av.

13.3.5 Pe suprafata: x = u + cosv, y = u — sinv, z = Au, se di punctul My de
b

coordonate parametrice ug = 1, vg = 3"

T
1) S& se scrie ecuatiile tangentelor si planelor normale la curbele u =1 gi v = 5

2) Sa se gaseasca unghiul dintre curbele u =1 gi v = g in M.

3) Sa se arate ca curba: u = sinv gi curba u = 1 admit o tangenta comuna in M.
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x—1 vy z=-Xz—-1 y 2z—-2A
) =0 ] . P s r+y+Az—(1+27)

2) cos) = ———.
) NoESY

3) Curba: = =sinv — cosv, y = 0, z = Acosv admite ca tangenta in M, dreapta
D.

13.3.6 Sa se gaseasca ecuatiile planelor tangente si normalelor la suprafetele:

1) x =2u—v, y=u?+0v% z=u®—v3 in punctul My(3,5,7).

2)x=wu + v, y =u — v, z=uw, in punctul My de coordonate parametrice (2,1).

3) z =2 —|—y ; in punctul M0(1,2,9).
4
5) x? — 322 —4 =0, in punctul My(3,1,—1).

3?2 y2 2

)
)
) 2%+ y —|— 22 — 168 = 0, in punctul M(3,4,12).
)
6) —

—|— — — 1 =0, in punctul My(zg, yo, 20) de pe suprafata.

T

R:1)N=r, X1y, u0=2,v0=1, 18z + 3y — 42 — 41 = 0.
2)3x—y—2z—4=0.

3)N:—p1 g+kcup=f,q=f,,3r+12y —2—-18=0.
4) N = Fyi+ F,j+ F.k, 3z + 4y + 122 — 169 = 0.

5)3x —2y+3z—4=0.

) 2

(=2}

13.3.7 Sai se gdseascd ecuatia planului tangent in punctul My(ug,vg), cu cosug = —

4
Ccos vy = R (ug,vg) € (0, g), la:
1) Pseudosfera

T =asinucosv, y =asinusinv, z =a (lntgg + cosu) .
2) Elicoidul normal
r=wucosv, y =usinv, z = au.
3) Torul
x = (7T+5cosu)cosv, y = (7+5cosu)sinv, z = Hsinu,

R: 1) zcosucosv + ycosusinw — zsinqua(lntgg)sinu) =0.

2) axsinv — ay cosv + uz — auv = 0.
3) 12z 4+ 9y + 29z — 230 = 0.

13.3.8 Si se gaseasca ecuatia planului tangent suprafetei: zyz = 1, paralel cu planul:
r+y+z2z=0.

R: yo20 = 1, 2020 = 1, xoyo = 1, cu zoyozo = 1, Mp(1,1,1), 2 +y+2—3=0.
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13.3.9 Sai se arate ca planele tangente la suprafata zyz = a® formeazi cu planele de
coordonate un tetraedru de volum constant.

R: Planul tangent la suprafata in punctul ei My(xo,yo, 20) are ecuatia: yozox +

9 3
20T0Y + Toyoz — 3a = 0. Se obtine V = %.

13.3.10 Si se arate ci planele tangente la suprafata de ecuatie z = 23 + ¢3, in
punctele My(a, —c,0) formeazad un fascicul.

R: o?(zx+y)—2z=0.

13.3.11 Sa se gaseasca prima forma fundamentald a urméatoarelor suprafete de ro-

tatie:
1) x = f(u)cosv, y = f(u)sinv, z = g(u).
2) = Rcosucosv, y = Rcosusinv, z = Rsinu (sfera).
3) x =acosucosv, y = acosusinv, z = csinv (elipsoidul de rotatie).
4) z = achucosv, y = achusinv, z = cshu (hiperboloidul cu o pinzd).
5) & = ashucosv, y = ashusinv, z = cshu (hiperboloidul cu doud pdnze).
6) = ucosv, y = usinv, z = u? (paraboloidul de rotatie).
7) x = Rcosv, y = Rsinwv, z = u (cilindrul circular).
8) x = ucosv, y = usinv, z = ku (conul circular).
9) x=(a+ bcosu) cosv, y = (a+ bceosu)sinv, z = bsinu (torul).
10) x = ach g cosv, y = aach - sinv, z = u (catenoidul).

11) z = asinucosv, y = asinusinv, z = a <ln tgg + cos u) (pseudosfera).
R: Prima forma fundamentala a suprafetei este
®(dr) = Edu® 4 2Fdudv + Gdv?,

unde E =r2, F =r, -r,, G =r2. Se obtine:

1) B(durde) = (F2(u) + g(0)de® + f()dv?
2) ®(du, dv) = R?(du? + cos? vdvz)
3) ®(du, dv) = (a®sin® u + ¢ cos® u)du? + a? cos® u dv?.
4) ®(du, dv) = (a®sh’u + *chu)du? + a?ch’u dv?.
5) ®(du,dv) = (a*ch®u + c*sh*u )du + a?sh?u dv?.
6) ®(du, dv) = (1 + u?)du?® + u? dv?.
7) ®(du,dv) = du?® + R*dv?.
8) ®(du,dv) = (1 + k?)du? + u?dv?.
9) ®(du, dv) = b*du® + (a + bcosu)2dv

10) ®(du, dv)—ch2 du? + a®ch?? dv
11) ®(du, dv) = a? ctg udu? 4 a2 sin® u dv?.

13.3.12 Se da suprafata: z = u? 4+ 02, y = u? — 02, z = ww.

1) Sa se gaseascd prima formd fundamentald a suprafetei.

2) Sa se calculeze elementul de arc al curbelor: v =2, v =1, v = au.

3) Sa se calculeze lungimea arcului curbei v = au cuprins intre punctele sale de
intersectie cu curbele u = 1, u = 2.
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R: 1) &(du,dv) = (8u? + v?)du? + 2uvdudv + (8v? + u?)dv?.
2) ds = \/®(du, dv) = 2v/202 + 1dv, ds = V/8u? + 1du, ds = 2uv/2a* + a? + 2du.
3) s =3v2a* + a” + 2.

13.3.13 Sa se gaseasca unghiul dintre liniile w +v = 0, v — v = 0 de pe elicoidul
normal:

T =wucosv, y =usinv, z = av.
R:cosf =+ (1—a?) /(1 +a?).

13.3.14 Sa se gaseasca unghiul dintre liniile v = 2u, v = —2u de pe o suprafata a
cirei primi forma fundamentala este ®(du, dv) = du? + dv?.

R: cosf = —3/5.

13.3.15 Si se gaseasca unghiul dintre liniile v = v+ 1, v = 3 — u de pe suprafata:

T =ucosv, y =usinv, z = uZ.

R: cosf =2/3.

13.3.16 Sa se gaseasca aria triunghiului curbiliniu marginit de liniile v = +av si
v = 1 de pe o suprafatd a cirei primi forma fundamentald este ®(du,dv) = du® +
(u? + a®)dv?.

R: Elementul de arie al suprafetei r = r(u,v) este: dS = VEG — F2dudv. In
cazul nostru: dS = vu? + a?dudv. Deci

A—/Ol (/a:v\/md”u)dv—az (;;\/5+1n<1+\/§)).

13.3.17 Si se gaseasca aria patrulaterului curbiliniu marginit de liniile v = 0, u = a,
v =0 si v =1 de pe elicoidul normal: x = ucosv, y = usinv, z = av.
1

R: A= §a2 (\@Jrln(l + ﬁ))



CAPITOLUL 14

ECUATII SI SISTEME
DIFERENTIALE LINTARE

14.1 Sisteme diferentiale liniare de ordinul intai

14.1.1 Se da sistemul:

3 1 1 1
¥ =—g—= '=Zgx—Zy, t>0.
z tl ty’ Yy tx ty
Sa se verifice ca:
1 1 1 1
Ty (1) = ERd (t) = @i T2 (t) = ﬁlntv Yo (t) = _?(1 +1Int),

formeaza un sistem fundamental de solutii si sa se scrie solutia generalad a sistemului.

R: Solutia generala este:
1 1
x(t):t—Q(Cl—&—Cglnt), y(t):—t—Q(Cllnt—i—Cg(l—l—lnt)).

14.1.2 Se da sistemul:
! Lo Ly =234 150
xr = ——X -, = ——X — 5 .
t t vy t t Y
Sa se verifice ca:
€ (t) = ta U1 (t) = 2t7 T2 (t) = tlnt7 Y2 (t) = t(l + 21nt)a
formeaza un sistem fundamental de solutii i s& se scrie solutia generala a sistemului.

R: O solutie particulara a sistemului este: z*(t) = tIn*t, y*(t) = 2t(In*t + Int).

149
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14.1.3 Se da sistemul:

t
t/: tlzi LI 1 650
T =x+y, ty y+(t+1)2 n(t+1),
Sa se verifice ca:
1 2
()=t pn(t)=0; xz2(t) = o U (t) = -5

formeaza un sistem fundamental de solutii si sa se scrie solutia generala a sistemului.

t
R: O solutie particulara a sistemului este: z* =In(t + 1), y* = —— — In(¢ + 1).

t+1
14.1.4 Se da sistemul:
4 4 1 1
'=Zr— = Yy =2x—= t, te(0,00).
¥ = t2y+t y T ter (0, 00)

Sa se verifice ca: x1(t) = 1, y1(t) = t §i 22(t) = 2t2, ya(t) = t3, t € (0, 0), formeaza
un sistem fundamental de solutii si sa se scrie solutia generala a sistemului.

R: Deoarece W (t) = —t® # 0, cele doud solutii formeaza un sistem fundametal de
solutii pentru sistemul dat si deci solutia generala a sistemului omogen corespunzator
este

z(t) = Cy + 20512, y(t) = Ot + Cy t3.

Cautam pentru sistemul neomogen o solutie particulara de forma
o (t) = u(t) + 2t2v(t), y(t) = tu(t) + 3 v(t).
Derivéand si inlocuind in sistem, obtinem
w4220 = %, w430 =t,

sau, rezolvand in privinta lui v’ gi v':

u =2 v = ! + !
A SR T
o 1 1 I .
de unde, prin integrare u(t) = 2t — Int, v(t) = T 9 Inlocuind in x*(¢) si y*(¢),

obtinem solutia particulara a sistemului neomogen
* * 2 1
¥ () =4t —1—1Int, y*(t) =3t —§t—tlnt
si deci solutia generala a sistemului neomogen este

1
x(t) = Cp +2Co t* + 4t — 1 — Int, y(t):C1t+C2t3—|—3t2—§t—tlnt, t > 0.
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14.2 Sisteme diferentiale liniare cu coeficienti con-
stanti

14.2.1 Si se determine solutia generald a sistemului diferential liniar omogen cu
coeficienti constanti:

¥ =3y—4z, ¥y =—2, Z=-20+y.

R: Matricea transformarii liniare asociate este

0 3 —4
A= 0 0 -1
-2 1 0

Ecuatia caracteristica a transformarii liniare T este A> — 7TA — 6 = 0, cu radacinile
A1 = =1, Aa = =2, A3 = 3, simple. Deci transformarea T poate fi adusa la expresia
canonica. Vectorii proprii corespunzatori sunt

u =(1,1,1), us=(52,4), us=(51,-3).
Deci functiile
Xl(t) - 671&(17 L 1)7 XQ(t) = 672t(5’ 274)7 X3(t) = 63t(57 1, 73)

formeaza un sistem fundamental de solutii. Solutia generald a sistemului se scrie
atunci

x(t) = C(le_t + 5028_2t + 5C3€3t,
y(t) = Cre t +2Ce 2 + 0363757 teR.
2(t) = Cret 4+ 4Cre ™2t — 3C3e3,

14.2.2 Sa se determine solutia generala a sistemului

=y, vy =-x

R: Ecuatia caracteristica este A2 + 1 = 0 si deci A\; = i, Ay = —i, iar vectorii
proprii corespunzidtori u; = (1,7), ug = (1,—4). Un sistem fundamental de solutii
(complexe) va fi - _ _

X1 (t) = (61t7i€lt)a XQ(t) = (67“: _ieilt)'
Prin schimbarea precedentd, obtinem sistemul fundamental de solutii (reale)
v1(t) = (cost,—sint), ya(t) = (sint,cost),
incat, solutia generald a sistemului diferential dat se va scrie

x(t) = Crcost+ Cysint, y(t) = —Cysint + Cycost.

14.2.3 Sa se determine solutiile generale ale sistemelor:

' =x+y, z' = 3x + 8y,
1) { Yy =z—y. 2) { y = —x — 3y.
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R: Avem:
1) 2 (t) = CretV2 + Coe V2, y (t) = Cy (V2-1) V2 — (V2+1) V2,
2) z(t) = —4Cet — 2027, y (t) = Cret + Cae.

14.2.4 Si se determine solutia sistemului: =’ = 2x + vy, ¥y’ = x + 2y, care satisface
conditiile initiale: = (0) =1, y (0) = 3.

R: () =2e3 — et y(t) =23 + et
14.2.5 Si se determine solutia generald a sistemului ' =y, vy = —x + 2y.

R: Ecuatia caracteristica este (A — 1)? = 0 si deci \; = 1, cu m; = 2, iar vectorul
propriu corespunzitor u; = (1,1). Transformarea liniard T nu poate fi adusi la
expresia canonica. Cautam atunci solutia generala sub forma

z(t) = (a+bt)e' y(t) = (c+ dt)e’.
Derivand si inlocuind in sistem, obtinem pentru a, b, ¢, d sistemul: a +b= ¢, b = d,
a—c+d=0,b—2c+d =0, care este compatibil dublu nedeterminat. Luand a = C1,
b= Cy, gasim ¢ = Cy + Cy, d = Cy al. solutia generala va fi

x(t) = (C1 + Cat)e!, y(t) = (C1 + Oy + Cyt)e’.

14.2.6 S se rezolve sistemul liniar: x’ = Ax, in care:

2 -1 0
A=| -1 0 2
0 -1 2

R: Valorile proprii ale matricei A sunt: A\; = 2, m; = 1, u; = (2,0,1), Ay = 1,
mo =2, up = (1,1,1). O solutie a sistemului este x;(t) = (2,0, 1)e?!. Corespunzitor
valorii proprii Ay = 1, mo = 2, cautam o solutie de forma:

x(t) = (a1 + bit, az + byt az + bst)e’.

Se obtine prin identificare: x(t) = (Co + Cst,Cy — C3 + Cst, Cy + Cst)et. Solutia
generala este:

.Z‘(t) = 201€2t + (02 + Cgt)et,
y(t) = (CQ — Cg + Cgt)€t7
Z(t) = Clet —+ (CQ —+ Cgt)et.

14.2.7 Sa se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale omogene:

o =2z 4, ' =z — 5y, o’ =5z —y,
1){y/——x+4y. 2){y’—2:c—y. 3) y =z + 3y.
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R: 1) A2 =61+ 9 =0, \; =3, m; = 2. Ciutdm solutia sub forma:
x(t) = (a1 + bit,az + bat)e3’. Se obtine:

a(t) = (C1 + Cat)e®, y(t) = (C1 + Ca + Cat)e™.

2) A2 +9 =0, \; = 3i, Ao = —3i. Se obtin solutiile complexe:

1 3. ; 1 3. _3i
x1(t) = (2 + b 1> e xo(t) = <2 —3b 1) e 3,

1 1 3
—(x1(t) +x2(t)) = ( cos 3t — 3 sin 3t, cos 3t> ,

Dar: 21 21 3 sunt solutii liniar indepen-
?(xl(t) —x2(t)) = (2 cos 3t + 3 sin 3t, sin 3t) ,
i

dente reale.

1 3 3 1
x(t) = Cy (2 cos 3t — 3 sin 3t> + Cy (2 cos 3t + 3 sin 3t) ,
(t) = C1 cos 3t + Co sin 3t.

Yy
3) x (t) = (Cl + CQ + Cgt) 64t7 y (t) = (Cl + Czt) €4t.

Deci:

14.2.8 Si se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale omogene:

3 ' =4z — 3y, ) ' =12z — by, ' =x — by,
y = 3z + 4y. y' = bx + 12y. y =2z —y.

R: Avem:

1) x (t) = (Cy cos 3t — Cq sin 3t) e, y (t) = (Cy sin 3t + Cy cos 3t) e,
2) z (t) = (C} cos 5t — Cy sin 5t) el y (t) = (Cy sin 5t + Cy cos 5t) e?t.
3) z (t) = Crcos3t + (5Ce — 3C1)sin3t, y(t) = Cysindt + (2C; — 3Cs) cos 3t.

14.2.9 Sa se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale omogene:

' =3x—y+z, ' =2z +y, ' =—-x+y+z,
DS y=-2+by—2z 2)q y=2+3y—z2  3){ y=v-y+z
Z=x—-y+3z. 2 =—x+2y+3z. d=x+y+z

R: 1) A3 —11A2 + 36\ — 36 =0, A\ =2, Ay = 3, \3 = 6. Se obtine:
2(t) = Cre?t + Coedt + Cze™,
y(t) = Cze® — 2035,
2(t) = —C1e? + Cye3t + C3et.
2) A* — 8% + 22X\ — 20 = 0, valorile proprii: 2,3 + 4,3 — i si deci:
x1(t) = (1,0,1) €, xo(t) = (1,1 41,2 — 1)eC x5(t) = (1,1 — 4,2 +)eCGD1,

Solutia reala este:
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z(t) = Cre? + (Cycost + Cysint)e®,
y(t) = (Co (cost — sint) + Cs (cost + sint)) ¥,
2(t) = C1e?* + (O3 (2cost + sint) — C3 (cost — 2sint)) e,

x(t) = Cre?t — Cye 2 + Cze7t,
3) Yy (t) = 01€2t =+ Cgeizt + C367t,
2 (t) = 2C1€* — Cset.

14.2.10 Si se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale omogene:

' =2y, ' =y+z, ' =6x — 12y — z,
1) y =2z, 2) y=z+xz, 3) y =x— 3y — 2,
Z = 2z. 2 =z+y. 2= —dx+ 12y + 3z.

R: Avem:
z(t) = Cre tsinty/3 + Coe~t costy/3 + Cze?,
1 1
—— (Cr+ CoVB) e7tsintV3+ = (C1V3 — C3) e costv/3 + Cze*,

1) vt = ;
z(t) = 3 (C1— CaV3) e tsinty/3 — 5 (C1V3+ Cy) et costy/3 + Cae®.

2) 2 (t) = Cre b + Cae®, y (t) = — (C1 + C3) et + Cae?, 2 (t) = Cze? + Cze".
¢ T ot 3t
x (t) = 2C1e" + = Coe*" 4 3C5e™,
3) { y(t) = Crel + Cae® + Cse®,
z (t) = 726167: — %CQSQt - 30363t.
14.2.11 Sa se rezolve sistemul omogen, cu conditiile initiale precizate:

x’ = 8y, x(0) = —4,
y/ = 7227 Y (O) = Oa
z =2+ 8y — 2z, z(0) =1.
R: z(t) = —de 2" — 2sin4dt, y (t) = e 2 — cosdt, z (t) = e 2" — 2sin4t.

14.2.12 Si se determine solutia generala a sistemelor de ecuatii diferentiale liniare

neomogene:
1 ' =2z +y + 2, %) z' = 2x + 4y + cost,
y' = x + 2y + 3ett. y = —x — 2y +sint.
R: Avem:
1) 2(t) = Cre! + Cae! +tet — et y(t) = Cret + O3 — (¢t + 1)et — 2e*t.

2) z(t) = Cit 4+ Cy + 25sint, y(t) =201t — Cy — 2Cy — 3sint — 2 cost.
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14.2.13 Sa se determine solutia problemei lui Cauchy pentru sistemul:
¥ =x+y, v =—2x+ 4y,
cu conditiile initiale: z(0) =0, y(0) = —1.
R: z(t) = (1 —t)cost —sint, y(t) = (t — 2) cost + tsint.

14.2.14 Sa se determine solutia generala a sistemelor diferentiale liniare cu coefici-
enti constanti:

Da'=y+1, ¢y =xo+1.

2) ' = —2x — 4y + 1+ 44, y’:—x—l—y—i—%tz.

3):1c’:3:c—ly—31€2—lt—i-§ y =2y —2t—1.
2 2 2’

R: Avem:
1) z(t) = Cret + Cae™t — 1, y(t) = Cret — Coe™t — 1.

1
2) 2(t) = C1e® +4Coe 3t +t + 12, y(t) = —Cre?t + Coe 3t — 5152.
3) x(t) = Cre?t + Cae3 +t + 12, y(t) = 2C1e? + 1+ t.

14.2.15 Sa se determine solutia generala a sistemelor diferentiale liniare cu coefici-
enti constanti:

x' = 4x + 6y, = —y+ e,
1) ’_ ) r_ 3t
y =2z +3y+1. Yy = —x + 2e”".
R: Avem: 3 3 " 6 3 5 3
()= —§Cl+20267t— —t2— (t) = C1+Cae™ — —t+ =t2

7" 19" 3137V

. . 49" 7" 343
2) z(t) = Cre' + Cae™t + §63t7 y(t) = —Cre' + Coe™t + §€3t.

14.2.16 Sa se rezolve urmatoarele sisteme, cu conditiile initiale precizate:

0 o =2r+y, [ x(0)=1, %) o' =3z +8y, [ x(0)=6,
y=z+2y, | y(0)=3. y'=-z-3y, | y(0)=-2
R: Avem: .
D) a(t) =265 —ef,  y(t) =2e" +e.
2) x(t) =4e' +2e7", y(t)=—e' —e".

14.2.17 Sa se rezolve urmatoarele sisteme, cu conditiile initiale precizate:

1){ v =yt {z(O)L 2){x/3xy+sint, {x(o)L

y=x+e, | y(0)=0. y' = —4a + 3y + cost, y(0) = -1
R: Avem: 5 ) 5 5 )
1) x (¢) Ze;Jr Ze’t 731 + iett,é) (t) = Z;t — Ze’t + iett —t.
— : 5t t
2) x(t) —QI%costIﬁsmt—i— T04¢ +§6’
y(t) = —= cost — —sint — —e’' + —et.

26 26 52 4
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14.2.18 Sa se determine solutia generala a sistemelor diferentiale liniare cu coefici-
enti constanti:

=2 +y—2z—t+2, ' = —4x 4+ 2y + 5z + 4t — 2e7t — 4,
1) y =—z+1, 2) y =6x—y—6z—6t—6,
d=x+y—z+1—t. 2= -8x+3y+92—3e " +8—9.
R: Avem:
x(t) = Cyet + Cysint + Cs cost,
1) y(t) = —Cret + Cycost — Cssint + ¢,
z(t) = Cysint + C3 cost + 1.
x(t) = C1€2t + (Cgt + Csy + C3)6t + 1,
2) y(t) = —201e% + 3Cqet + 71,
Z(t) = 20162t + (Cgt —+ Cg) et —+ 1

14.3 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n
14.3.1 Se da ecuatia diferentiala liniara omogena de ordinul al doilea:
2" +a1(t)r’ +ax(t)x =0, t €.

Sa se arate ca dacd (z1(t), z2(t)) formeaza un sistem fundamental de solutii al carui
wronskian este W (t), atunci W este solutie a ecuatiei diferentiale: W’ + a1 ()W =0
si sd se deduca formula lui Abel - Ostrogradski - Liouville:

W (t) = W (to) exp (— /t t al(t)dt> el

Generalizare.
R: Avem: 2/ (t) + a1 (t)xi(t) + az(t)x;(t) = 0, pentru ¢ = 1,2. Dar,

Wit = 4

- x1(1) w2(1) ‘ = —a, (OW(2).

wi(t)  wy(t) ‘ —ay 7 (t)  —aya5(t)

14.3.2 Se da sistemul de functii liniar independente (z1(t),x2(t)). S& se arate ca
ecuatia diferentiala liniara omogena a carei solutie generala este:

a:(t) = Cll’l(t) + CQ.’EQ(f),

z1(t)  xa(t) ‘

cu (7 si Cs constante arbitrare, este:

Generalizare.

R: Derivand z(t) de doud ori, prin eliminarea lui C si C5 intre cele trei relatii se
obtine ecuatia din enunt.
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14.3.3 Sa se formeze ecuatia diferentiala omogena al carui sistem fundamental de
solutii este:

1) z1 (t) =sint, x5 (t) = cost

)z () =€, o (t) = tel.

3)x (t) =t, zo (t) = t2

4)x1(t) =e€t,  xa(t) =elsint, w3(t) =elcost.

R:1)z"42=0. 2) 2" —22'4+2 =0. 3) 2" —2ta’+22 = 0. 4) 2’ — 32" +42' — 22 =
0.

14.3.4 Si se arate ca ecuatia diferentiald 2" + a?z = 0, a € R\ {0} admite solutiile
x1(t) = cosat, x2(t) = sinat gi sd se scrie solutia generali.

R: Wronskianul sistemului (x1(t), z2(t)) este

cosat sin at
—asinat acosat

W(t) = =a#0.

Deci (z1(t), z2(t)) formeaza un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia data, iar
solutia ei generala este

x(t) = Cycosat + Cysinat, te€R.
cu (4, Cy constante arbitrare.
14.3.5 Si se integreze ecuatia 2" + a?z = cosat, a € R\ {0}. S& se giseasca solutia
. el e 7r (T T
problemei lui Cauchy cu conditiile initiale x (7) =0,z (7> =——.
a a 2a
R: Solutia generala a ecuatiei omogene asociate este
x(t) = Crcosat + Cosinat, t€R.
Cautam o solutie particulara pentru ecuatia neomogena sub forma
x*(t) = u1(t) cosat + us(t) sinat, ¢ € R.

in care w}(t) si uh(t) verificd sistemul

uj cosat +uysinat =0, —au) sinat + aul cosat = cosat.
Rezulta
up = —isin2at uhy = i(1—|—cos2at)
! 2a ’ 2 a '

De unde, pana la constante aditive arbitrare, obtinem

1 1 1
up(t) = 12 ° 2at, uq(t) = %a t+ vl sin 2at.
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Avem deci solutia particulara

1 1
x*(t) = 12 °% at + %tsinat, teR.

Solutia generala a ecuatiei date se scrie atunci
. 1 1.
x(t) = Cicosat + Cysinat + —; cosat + —tsinat, t€R.
4a? 2a

cu Cp,C5 constante arbitrare. Solutia problemei lui Cauchy cu conditiile initiale
T 1

t
o (5) =00 (3) = —5p cm €1 =~ 15, Co =0, este a(t) = 5 sinat,

14.3.6 Sa se integreze urmatoarele ecuatii stiind ca ecuatiile omogene corespunza-
toare admit solutiile indicate:

1) (2t +1)a" +4ta’ —do = (2t +1)%, 1 =t, x9=e"2,

2) (2 +1)a" —2ta’ + 20 =2(t> + 1)et, x1=1t, z3=1>—1.
3) ta" =" —ta' + 1= 12, x1 =1, xo=el, x3 = et
R: Avem:

1.1
1) 2(t) = Cit + Coe™ 2t + 12 — S+
2) z(t) = Cit + Co (2 — 1) + (t — 1)%e".
3) z(t) = C1t + Caet + Cze™t + 12 + 2.

2 int
14.3.7 Si se integreze ecuatia z'/ + zx’ + 2 =0, dacd z1(¢) = % este o solutie

particulara.

R: Se face schimbarea de variabild dependentd x = x1 (t) y. Se obtine:

x(t) = %(Cl sint + C cost).

14.3.8 Si se integreze ecuatia t?(Int — 1)z — to’ + x = 0, daci z,(t) = t este o
solutie particulara.

R: (E(t) = Clt - CQ Int.

14.4 Ecuatii de ordinul n cu coeficienti constanti

14.4.1 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul
al doilea cu coeficienti constanti:

1) 2" =52 +62=0. 2)a2" —9z=0. 3) 2" —a'=0.
4) 2" +x = 0. 5) x" — 22" +2x=0. 6) 2"+ 42’ + 13z = 0.
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R: 1) Ecuatia caracteristica r? — 5r + 6 = 0, are radicinile r; = 2, ro = 3. Solutia
generald este x(t) = Cre?t + Cye?t.
2) x(t) = Cre 3t + Cye?.

3) z(t) = C1 + Caet.

4) z(t) = Cy cost + Cysint.

5) x(t) = et (Cy cost + Cysint).

6) z(t) = e 2*(Cy cos 3t + Cy sin 3t).

1
14.4.2 S3i se integreze ecuatia ©”/ + x = cost’ te R\ {kr+ g}

R: Ecuatia omogens =" +x = 0 are ecuatia caracteristici 7241 = 0, cu ridscinile
r1 =1, 79 = —i. Solutia generala a ecuatiei omogene este deci
x(t) = C1cost+ Cysint.

Cautam o solutie particulara pentru ecuatia neomogena sub forma

x*(t) = w1 (t) cost + us(t) sint,

1
cu uj cost + uhsint = 0, —u sint + ub cost = cost’ de unde uj = —tgt, uy =1 gi
deci

ui(t) =1In|cost|, ua(t) =t,
incat, solutia generald a ecuatiei neomogene va fi

x(t) = Cycost+ Cysint + cost - In | cost| + tsint.

14.4.3 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti de ordinul al doilea, neomogene:

1) 22" — 2’ —x =4te?’. 2) 2" — 22" +x =tet. 3)a" +x =tsint.
4)a" +x =12+t 5)x + a2 =t—2. 6) 2" — x = te?'.
T a" — 72’ + 6z =sint. 8) 2" +4x =tsin2t. 9)z” + 32’ + 2x = tsint.

R: 1) Se cauta o solutie particulara de forma: x*(t) = e2/(At + B). Se obtine

5 25
2) Se cautd o solutie particulara de forma:

x(t) = Che' + Coe 2 + e <4t - 28).

o*(t) = t*e' (At + B).

1
Se obtine z(t) = (C; + Cat) ! + 6t3et.
3) Se cauta o solutie particulara de forma:
x*(t) = t[(At + B) cost + (Ct + D) sint].

t2 t
Se obtine z(t) = Cy cost + Cysint — 1 cost + 1 sint.
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4)z(t)=-2+t+t>+ Cycost+ Cysint.
1
5) ’I’(t) =C, +Cg€7t —3t+ §t2.

1 4
6) z(t) = Cret + Coe™t + = (t - ) et.

3 3
7) x (t) = Cret + Cae® + T cost + 5 sint
74 . 74 ’ ) )
8) x (t) = Cy cos 2t + Cysin 2t — étz cos 2t + 1—6tsin 2t + 51 ¢ 2t.
3 17 1 3\ .
9) z(t) = Cre 2t + Cae™t + (_IOt + 50) cost + (IOt + 25) sin t.

14.4.4 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti de ordinul al doilea, neomogene:

1) 2" + o' = 4t%el.
2) 2" + 102" + 25z = 4e~ >,
3) 2" — 62’ + 9z = 25el sint.
4) 2" + 22’ 4+ bxr = e~ cos 2t.
R: Avem
) az(t)=Cr+Coe '+ (262 =6t +7) €'
2) z (t) = (Cy + Cat) €75t + 2t2e 751,
3) z (t) = C1e3 + Cae3t + (4cost + 3sint) e’
4) z (t) = Cre b cos 2t + Cae tsin 2t + —te~* sin 2t.

14.4.5 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti de ordin mai mare decéat doi:

D" —132" +122' =0  2) 2" + 2 =0. 3) 2z — 22" = 0.
4) 2" — 32" + 32 —x=0. 5) ™ 482" 4162 =0. 6) 2™ — 22" + 1z =0.
7) 2" — 22" — 32" = 0. 8) ' + 22" + 2’ =0. 9) 2 + 42" + 132" = 0.
R: Avem:

1) $<t) =Cq+ Cget + 03612t.

4
2) z(t) = Cre " + e2 (Cg cos ?t + C5sin \ggt) .

3) z(t) = Cy + Oyt + CselV2 4+ Cye V2

4) z(t) = €' (Cy + Cat + Cst?).

5) x(t) = (C1 + Cat) cos 2t + (Cs + Cyt) sin 2¢.
6) I(t) = (01 + Ogt) et + (03 + C4t) et.

7) X (t) =Cq+ Oge_t + 036‘%.

8) x (t) =C+ (02 + C3t) et

9) x (t) = C1 + (Cz cos 3t + Cs sin 3t) e~ 2L,
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14.4.6 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti:
1) 2" + 42’ + 5z = 0.
2) £(®) — 201 4 22" — 42" 4+ 2’ — 22 = 0.
3) 2™ 4+ 42" + 82" + 82 + 4z = 0.
4) W — 42" + 52" — 4a' 4 4x = 0.

R: Avem:

1) 2 (t) = (Cycost + Cysint) e 2t

2) x (t) = (C1 + Cat) cost + (C3 + Cyt) sint + Cse?t.
3) z (t) = [(C1 + Cat) cost + (C3 + Cyt)sint] e *

4) z (t) = Cycost + Casint + (Cz + Cyt) €%

14.4.7 Sa se gaseasca solutia generala a ecuatiei
@ 422" 4 52" 4 82’ + 4z = 40e~t + cost.

R: Ecuatia caracteristica r* + 273 + 512 + 8r + 4 = 0 are radicinile r; = ry = —1
si r3 = 24, r4 = —24¢. Solutia generala a ecuatiei omogene se scrie

I(t) = (Ol + Cgt)eit + 03 cos 2t + 04 sin 2t, teR.

Deoarece » = —1 este radacina dubla pentru ecuatia caracteristica, vom cauta o
solutie particulard de forma

z*(t) = At?e™" + Bcost + C'sint.

Introducand in ecuatie si identificand coeficientii, se gaseste A =4, B=0, C' = 5 si

deci solutia generald a ecuatiei neomogene va fi
1
x(t) = (C1 + Cat)e™" + C3 cos 2t + Cysin 2t + 4t%e ™" + 6 sint, teR.

14.4.8 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti de ordin mai mare decat doi, neomogene:

) .17(4 22" 4 ! = et

2) 2 — 22" + 2" =13
);U —a" +a2 —x =12+t

4) 2" — 2" = 12t? + 6t.

t2
R: 1) Se cautd z*(t) = At?e’. Rezulta x(t) = C; + Cot + (Cg + Cyt + 2) et

) Se cautd z*(t) = t* (A + Bt + Ct? + Dt3). Rezultd

1 1
2(t) = (C1 + Cot) + (C3 + Cyt) et + 1262 + 313 + —t* + —15.
3) x
4) x

2 20
(t) = Cycost + Cysint + Cset — 1 — 3t — t2.
(t) = Cy + Cot + Cse’ — 15t% — 5¢3 — ¢
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14.4.9 Sa se gaseasca solutia particulara a ecuatiei:
2+ 22" 4+ 22+ =t,
care verificd conditiile initiale: 2(0) = 0, 2/(0) = 0, z”/(0) = 0.

4

-= V3 1 V3
. — ot 2 i
R:z(t)=et+e (cos 2t+\/§sm 2t +t—2.

14.5 Ecuatia lui Euler

14.5.1 Sa se integreze ecuatiile Euler:

1) 22" +ta’' + 2 = 1. 2) 22" + 3ta’ + z = 0.
3) 22" — Ata’ + 6z = t. 4) 22" + 2tz’ — 6x = 0.
5) 22" — 2ta’ + 22 =12 — 2t +2. 6)t22” —ta' — 3z =1t.
R: Avem
1) z(t) = Cycos(Int) + Cysin (Int)
1
1
3) 2(t) = C1t3 + Cot?® + 3t
1
4) X (t) == Clt2 + 02t73
5) x (t) = Cit + Cot?> — 2 +2tInt + 1+ % Int + 2t
1
6) x (t) le + Czt?’ - Zt.

14.5.2 Si se integreze ecuatiile Euler:

1) (t—2)°2" =31t —2)a' +4x =1t —2.
2) 32" — 22" + 2tx’ — 20 =13 + 2t

3) (4t —1)%z" — (4t—1)x’+8x:0.

4) (t+1)3x' +3t+1)72 +(t+1)z=6In(t+1).

R: Avem:
Da(t)=t—2+[C1+Cyln(t—2)](t—2)>
2)x(t):Clt+02t2+C’3t1nt+it3—t(ln2t—|—21nt+2).
3) z(t)=Ci VA —1 + Cy (4t — 1).

Cy 1
4 = 1 1 1).
Jel) = t+1 E+ D+ g t+1)

14.5.3 S se gaseasca solutia particulara a ecuatiei:
22" = ta' +x = 2t,
care verificd conditiile initiale: (1) =0, 2/(1) = 1.

R: z(t) =t (Int +In’¢t).
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